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Resumen

Muhos sistemas no pueden ser desritos por euaiones difereniales, sis-

temas en los uales la ourrenia de algún evento puede llevar al sistema de

un estado a otro, y en los uales un evento puede ourrir abruptamente o en

un instante de tiempo indeterminado. Las redes de Petri son una herramienta

matemátia y grá�a para sistemas que presentan este tipo de araterístias.

El aráter visual de las redes de Petri nos permite observar el �ujo de om-

portamiento de una sistema en ada una de sus etapas, en el ual se supone

una orreta ejeuión de ada una de ellas. El tener esta idealizaión de las

etapas, en el aso de las redes de Petri, el paso de un maraje por medio

de una transiión es transparente, lo ual nos impide observar a detalle las

variaiones inherentes que se tienen en los proesos, ya sea debido al enve-

jeimiento de los omponentes, el desempeño del personal, las ondiiones

o regímenes de operaión anormales de los dispositivos, defetos de materia

prima, et. Estas variaiones deberían re�ejarse en las transformaiones que

sufre el maraje a lo largo del proeso, lo ual no es así, dado que viaja a lo

largo del proeso enontrándose en un dominio disreto, impidiendo observar

esas pequeñas variaiones.

En las investigaiones itadas en esta tesis se realizan muhas apliaiones

on las diferentes redes existentes hoy en día en diferentes ampos, se modela

el tra�o vehiular, sistemas de manufatura �exible, así omo también en

diseño de algoritmos en el área de omputaión entre muhos otros, Pero sin

resolver el problema de desripión de errores ya sea por mediión, defeto o
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transformaión que se enuentran en muhos de estos sistemas.

El presente trabajo tiene omo objetivo araterizar estas variaiones que

no se enuentran en las redes de Petri, lo que permitirá tomar una deisión

on una mejor informaión de lo que está ourriendo en el proeso onsidera-

do. Los aros en las redes de Petri propuesta tienen ondiiones dinámias y

de igual forma seleión de un reorrido de auerdo al desarrollo del proeso

onsiderado, permitiendo que los resultados obtenidos que se den, para el

aso de un proeso de produión, sean adeuados para que en los insumos

no existan perdidas de reursos ni de tiempo en todo el proeso de seleión.

El ajuste de los oe�ientes de los aros se realiza por medio de la retroali-

mentaión de ativaión, onsiderando las araterístias probabilístias on

que opera en ada etapa el proeso, de auerdo a las restriiones de reursos.

El reorrido en la red se realiza a través de aquellos aros que brinden una

mayor probabilidad de éxito para la realizaión del proeso onsiderado.

ii



Abstrat

Many systems annot be desribed by di�erential equations, in suh sys-

tems, the ourrene of an event an bring the system from one state to

another, and that events an our abruptly at undetermined time instant.

The Petri nets are mathematial and graphial tools to systems whih present

this kind of harateristis. The visual harateristi allows to observe the

�ow behavior of a system in eah of its stage, whih is assumed a orretly

exeution of them. Having this idealization of stages, in the if Petri nets, the

tokens through of transitions is lear, as a result we do not have details of

inherent variations that are in the proess, due to aging of omponents, sta�

performane, onditions or abnormal operation regimes of the devies, defe-

tive of the raw material, et. The hanges should be re�eted in the tokens

transformations whih our along the proess, but this not happen, beause

of the tokens are situated in the disrete domain by preventing those slight

variations observed.

In the researh ited in this thesis is around to model di�erent systems

like vehile tra�, �exible manufaturing systems, and also algorithm design

in the omputer siene area, among others, but it does not solve the error

desription problem due to measurement, defet or transformation whih is

found in a lot of systems.

The present work aim at haraterizing these variations are not found

the Petri nets, whih we allow to take a deisions with better information
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about what is happening in the proess onsidered. The ars in the Petri nets

proposed have dynami onditions and similarly seleting a route aording

to the proess in question, allowing the results to our, for the ase the

prodution proess, it is suitable so that the inputs there is no exist losses of

resoures or time throughout the seletion proess. The �tting oe�ients of

the ars are performed by feedbak ativation, onsidering the probabilisti

harateristi that eah stage operates on the proess aording to resoures

onstraints. The route in the network is performed through these ars that

provide a greater probability of suess in arrying out the proess under

onsideration.
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Glosario

Aros direionados: Indian preedenia/ ausalidad/movimiento.

Fiha: Es un indiador de que la ondiión asoiada a un lugar se umple.

Puede ser un objeto (reurso o pieza), o una estrutura de datos que se

manipula.

Grafo de estados: Es una red de Petri ordinaria tal que ada transiión t

tiene exatamente un lugar de entrada y un lugar de salida.

Grafo marado: Es una red de Petri ordinaria tal que ada lugar p tiene

exatamente una transiión de entrada y una transiión de salida.

Lugares: Los lugares representan entidades del mundo real interpretados o-

mo entes pasivos, por ejemplo:ondiiones, reursos o instanias de reursos,

variables, olas de espera, ..

Pesos de aros: Representan antidades �jas asoiadas a ondiiones.

Red de Petri de libre eleión: Una red de Petri es de libre eleión si todos

los lugares tienen omo onjunto de salida más de una transiión, pero este

onjunto de transiiones solo debe tener un onjunto de entrada unitario.

Red de Petri ordinaria: Se die que una red de Petri es ordinaria si los pesos

de todos sus aros son 0 ó 1.

Red de Petri pura: Una red se die pura si ninguna transiión hae parte

del onjunto de elementos de entrada y salida de un mismo lugar en la red.
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Red de Petri simple: Para ada transiión, a lo sumo uno de sus lugares de

entrada puede ser ompartido on otras transiiones.

Red de Petri T-restritivas: Son aquellas para las uales todas las transiio-

nes deben tener al menos un lugar de entrada y un lugar de salida.

Redes de Petri generalizadas: son aquellas en las que se introdue un peso

en los aros. Un aro no etiquetado es de valoraión unidad.

Transiiones: Representan entidades del mundo real interpretados omo en-

tes ativos, por ejemplo:eventos, aiones, sentenias, transmisión de men-

sajes.

xii



Capítulo 1

Introduión

1.1. Anteedentes

A medida que se desarrolla la tenología las exigenias en el desempeño

de los proesos se vuelven ada ves más rigurosas, y lo que en un momento

pareía tener ierta regularidad on variaiones impereptibles, ahora que-

dan en evidenias iertas irregularidades, irregularidades que terminan por

desenadenar errores notables y que obligan a reonsiderar los métodos de

análisis de sistemas.

Una de las herramientas que permite haer análisis dinámio tanto grá�o

omo matemátio de un sistema son las redes de Petri, introduidas ya desde

la déada de los sesentas. Las redes de Petri son un grafo dirigido que está

ompuesto por ino elementos que en prinipio eran su�ientes y adeuados

para su propósito.

Las redes de Petri fueron introduidas en la literatura en la tesis de Carl

Adam Petri omo una herramienta para simular las propiedades dinámias

de sistemas on eventos disretos. Desde entones su estudio y desarrollo han

tenido un auge realmente prolífero debido prinipalmente a las numerosas

apliaiones que se han enontrado.

Fueron utilizadas iniialmente para el análisis de algoritmos en la ompu-

taión paralela o onurrente, pero dado a los proesos de produión atua-

1



Capítulo 1. Introduión 2

les, también se volvieron las redes de Petri un método alternativo de diseño

para proesos industriales, prinipalmente en los sistemas de manufatura

�exible o más generalmente fabriaión automátia.

Las redes de Petri han sufrido modi�aiones desde su reaión, on la in-

tenión de que pueden modelar sistemas más omplejos, por la neesidad de

adeuarlas a iertas áreas en las uales en prinipio no estaban pensadas o

para subsanar arenias de desripión de los modelos.

Algunos tipos de las redes de Petri son:

- Redes de Petri temporizadas.

- Redes de Petri sínronas.

- Redes de Petri oloreadas.

- Redes de Petri estoástias.

Cada uno de estos tipos de redes solventa la neesidad de desripión de

algunos modelos elaborados a partir de las redes de Petri.

Por ejemplo las redes temporizadas surgen del eho de asignarle un tiempo

de proesamiento o de umplimiento de una tarea que se lleva a abo en una

transiión.

Las redes de Petri oloreadas simpli�an el modelado onsiderando el heho

que varias de las etapas de un proeso tiene la misma estrutura. Otro ejemplo

importante, son las redes de Petri sínronas que derivan de la idea de tener

un meanismo que dispare una transiión una vez que está habilitada.

2



Capítulo 1. Introduión 3

1.2. Planteamiento del problema

¾Es posible obtener un modelo de redes de Petri para sistemas variantes

en el tiempo, modelo que sea apaz de desribir diferentes araterístias re-

levantes ualitativas, omo uantitativas que nos proporionen informaión

neesaria para toma de deisiones y para llevar a abo la aión de ontrol

sobre la evoluión del sistema?.

En las redes de Petri de manera manual el usuario ativa el disparo de

una mara o se deja omo un barril sin fondo a disposiión de la red de Petri

para que use los reursos, eso lleva a que de manera no ontrolada los reur-

sos puedan perderse, es deir, no se tiene ontrol de la entrada al sistema,

dado que las redes de Petri desriben la evoluión de este pero sin dejarnos

la posibilidad de realizar algo más.

Además se supone que los reursos son idéntios, sin imperfeiones y que

se transforman de la misma forma, de manera que se umple ada etapa del

proeso modelado sin ontratiempos, sin pérdidas, on la misma alidad o

estándares.

El problema a que nos enfrentamos es proponer un modelo de redes de

Petri que desriba sistemas dinámios y que de faultades para tomar aiones

dinámias pertinentes, onsiderar entradas variantes en el tiempo y ponderar

en algún sentido el desempeño de las transformaiones, operaiones y aiones

que se llevan a abo a lo largo del sistema.
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Capítulo 1. Introduión 4

1.3. Justi�aión

La investigaión que se llevará a abo permitirá obtener una herramienta

que ayude a mejorar el modelado de sistemas dinámios on diferentes es-

enarios y ondiiones de operaión, resaltando la diferenia entre los tipos

de maras, lugares, transiiones y aros para que el proeso sea observado

omo una imagen grá�a de los estados que guardaría el sistema onsiderado.

De auerdo a los oneptos ideales de la onstruión de las redes de Petri, se

observa la evoluión del sistema asumiendo que se uenta on in�nitos reur-

sos y una perfeta realizaión de ada etapa, sin requerir informar de ómo

se realiza el proeso, su alidad y la toma de deisiones en la mejora ontinua.

Esto impliará que las redes de Petri que modelen sistemas reales, requerirán

onsiderar dentro de ellas los peores esenarios bajo los uales se umple on

sus objetivos.

En este proyeto estos supuestos son relevantes, ya que los reursos de pro-

duión son limitados, ademas de que el proeso tiene fallas requiriendo la

toma de deisiones en línea para umplir on sus objetivos. El ampliar las

propiedades de la red de Petri, mejora la desripión de un sistema dinámio

de manera teória y simulada, lo que permite onoer su grupo de fallas, sus

limitaiones, alidad y e�ienia de ada uno de sus subproesos.
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Capítulo 1. Introduión 5

1.4. Objetivo de la tesis

El representar a un sistema por un grafo dirigido, permite visualizar la

evoluión de sus estados observables, no así su alidad, su desempeño, tiempo

de desarrollo o onoer uándo es neesaria la ativaión de los estados en su

evoluión disreta.

Es por ello la presente tesis, onsidera las ondiiones ambiantes de los sis-

temas de manera más real para que la ativaión del maraje se ajuste por

retroalimentaión y pueda difereniar maras de solo informaión, las uales

ayudarán veri�ar el orreto desempeño del sistema y en aso de no ser así

efetuar aiones que nos ayuden a orregir errores de manera loal y global.

Como objetivo prinipal se onsidera desarrollar un modelo de red de Petri

on maras variantes on retroalimentaión para emular la inertidumbre del

sistema on un proesos de seleión dinámia.

1.5. Objetivos partiulares

• Integrar elementos de la estrutura de una red de Petri on retroali-

mentaión de ativaión.

• Desarrollar una red de Petri on maraje aleatorio.

• Modelar y otejar las redes de Petri on retroalimentaión de ativa-

ión on las redes de Petri lásias.
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Capítulo 2

Estado del arte

A lo largo de este apítulo se menionan las diferentes redes de Petri que

han surgido desde que Carl Adam Petri las de�niera por primera vez en la

déada de los 60's.

Algunas de las redes de Petri que se ontemplan son: redes de Petri ex-

tendidas, on prioridad, sínronas, temporizadas, oloreadas, ontinuas entre

otras. Como se verá a lo largo del apítulo ada una de las redes de Petri

surge de la neesidad de agregarles araterístias que permitan una me-

jor desripión de los proesos que se intentan desribir on este formalismo

permitiendo obtener araterístias de dihos proesos a partir de sus modelo.

Como último punto se menionan los trabajos que se están realizando

sobre las redes de Petri, que básiamente versan sobre apliaiones que fueron

modelados por medio de las diferentes redes y que el problema resolver es

reduir la omplejidad del método de análisis para que el osto omputaional

sea menor.
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Capítulo 2. Estado del arte 7

2.1. Redes de Petri disretas

Las redes de Petri fueron originadas de la disertaión de la tesis dotoral

de Carl Adam Petri que trataba sobre omuniaión on autómatas en el

año de 1962, iniialmente fueron usadas omo una herramienta matemátia

de modelado on propósito general que desribía las relaiones ausales entre

ondiiones y eventos en un sistema de ómputo [10℄.

El mismo Carl Adam Petri en los años siguientes mantuvo el desarrollo de

onoimiento sobre teoría relaionado on las redes de Petri [11℄[12℄. Así mis-

mo a prinipios de los 70's, las redes de Petri se onvirtieron en un ampo

muy ativo de investigaión.

Durante este periodo, muhos de los ientí�os y estudiantes fueron gente re-

laionada a las Cienias de la Computaión y proesos de informaión, omo

onseuenia las primeras apliaiones y teoría desarrollada sobre las redes

de Petri provinieron de estas disiplinas [8℄[5℄.

Más tarde a las redes de Petri se les agregaron dos propiedades importantes

y que araterizaron a las redes de Petri omo: redes de Petri extendidas y

redes de Petri on prioridad.

Las redes de Petri extendidas ontienen aros espeiales llamados omo in-

hibidores. Un aro inhibidor es un aro dirigido, el ual deja un lugar Pi

para alanzar una transiión Tj ∀i, j ∈ Z+. El �nal de este aro se dibuja

omo un pequeño írulo, omo se muestra en la �gura 2.1. En esta �gura,

el aro inhibidor entre P2 y T1, signi�a que la transiión solo se habilitará

si el lugar P2 no ontiene ninguna mara. El disparo onsiste en remover las

maras indiadas por el aro de ada uno de los lugares de entrada de T1,

on exepión de P2 para este ejemplo, y se depositan maras a ada uno de

los lugares de salida de T1.

En la �gura 2.1(a), la transiion T1 no está habilitada porque P1 no ontiene

ninguna mara. En la �gura 2.1(b), T1 no está habilitada porque P2 ontiene

una mara. En la �gura 2.1() la transiión T1 está habilitada y el maraje

obtenido después del disparo se observa en la �gura 2.1(d).
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T1

P1 P1

P1 P2

T1

P2P1

T1

P2P1

T1

P2P1

No Habilitada No Habilitada Antes del disparo Despues del disparo

P3 P3 P3 P3

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.1: Transiión on aro inhibidor.

Por otro lado se tienen las redes de Petri on prioridad, este tipo de redes son

usadas uando se desea elegir entre un número de transiiones habilitadas, y

que normalmente se presenta uando se tiene on�ito estrutural en la red.

Este tipo de redes se ompone de 1) una red de Petri y 2) una relaión de

orden parial.

En la �gura 2.2 se presenta una red de Petri on prioridad. Como se pue-

de ver en la �gura hay dos on�itos estruturales que son 〈P1, {T1, T2}〉 y
〈P2, {T2, T3, T4}〉. Una relaión de orden estrito para las relaiones orres-

pondientes es asignada para ada on�ito: i.e., T2 < T1 y T4 < T2 < T3

para este ejemplo de la �gura. La relaión Ti < Tj signi�a que Ti tiene

prioridad sobre Tj ∀i, j ∈ Z+ si ambas están habilitadas. Para el maraje

dado m1 = (0, 1, 1) del ejemplo se tiene dos on�itos efetivos los uales

son 〈P1, {T1, T2}, m1〉 y 〈P2, {T2, T3}, m1〉 porque las transiiones T1, T2 y T3

están habilitadas para el marado m1 (pero no T4). Dado que T2 < T1 y

T2 < T3, entones tendremos que la transiión T2 será la que se dispare.

8
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T2 < T1

T3T4 < <T2 

P1 P2 P3

T1 T2 T3 T4

Figura 2.2: Prioridad en una red de Petri.

Las redes de Petri extendidas y redes de Petri on prioridad fueron mostradas

respetivamente en [15℄[19℄. Otras extensiones en donde los lugares ontienen

olas o pilas fueron propuestos en [29℄[30℄.

Como ya se omentó antes, las redes de Petri son un formalismo que se

usa para desripión de sistemas asínronos on evoluión onurrente. De

auerdo on la interpretaión adoptada, este formalismo puede ser usado para

modelar fenómenos de �ujo de informaión, de energía o de materiales [18℄,

[13℄ y [11℄. Sin embargo, estos modelos no están ompletos del todo para

estudiar el desempeño de un sistema ya que no se toma en onsideraión el

disparo de una transiión en uanto a su duraión y al momento en el ual

toma lugar, una vez que está habilitada.

Las redes de Petri temporizadas asoiadas on una transiión y on un lugar

fueron introduidas respetivamente por C. Ramhandani [16℄ y J. Sifakis

[17℄.

En la red de Petri es natural asoiar un lugar a un estado que tiene ier-

ta duraión y asoiar una transiión a un ambio de estado, los uales no

tienen duraión. Entones se puede pensar en asoiar la duraión de alguna

operaión o estado on un lugar, y al tiempo de espera un evento para una

transiión que pueda ser disparada uando éste ourra.

La �gura 2.3 representa un sistema ompuesto por dos máquinas MA y MB

en la ual uatro lientes pasan alternativamente.

9
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La máquinaMA tiene un solo servidor, mientras que MB es una máquina on

doble servidor (i.e. que dos lientes pueden ser proesados al mismo tiempo).

El tiempo de proesamiento de MA es dA, y el tiempo de proesamiento de

los dos servidores de MB es dB. En la �gura 2.3 el estado del sistema es el

siguiente: La mara en P1 representa un liente esperando por una operaión

en la máquina MA, un liente es proesado por la máquina MA (la mara en

P2), por onsiguiente la máquina no está disponible (no hay mara en P
′

2)

y la transiión T1 no puede ser disparada. Un liente es proesado por MB

(la mara en P4); un servidor de esta máquina permanee inativo (mara en

P
′

4) ya que no hay mara en P3.

Los tiempos de operaión dA y dB son asoiados on los lugares P2 y P4; esto

signi�a que una mara que llega al lugar P2 debe permaneer durante dA
antes de permitir el disparo de la transiión T2 (durante este tiempo se die

que la mara no está disponible). De la misma forma, la mara situada en

P4 permanee no disponible por dB. En este ejemplo ninguna mara situada

en P1, P
′

2, P3, o P
′

4 es inmediatamente habilitada.

En la �gura 2.3 el tiempo dA y dB puede ser determinístio o estoástio on

distribuión onoida para el aso estoástio. Para el aso determinístio el

tiempo puede onsiderarse omo una funión que representa adeuadamente

el tiempo en que se lleva a abo el proeso que ésta inmerso en la transiión

dada. Para el aso estoástio solo se onsidera onoida la distribuión a

que obedeen el tiempo que tarda una transiión en dispararse una vez que

ésta sea habilitada on el maraje adeuado.

10
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P1

P2

P3

P4

T1

T2

T3

T4

P'2

P'4

dA

dB

Esperando por operación en 

Máquina MB

Operación en Máquina MA

Esperando por operación en 

Máquina MA

Operación en Máquina MB

Figura 2.3: Sistema on operaiones temporizadas.

Varios autores han ontemplado diferentes enfoques en los uales el pro-

eso de disparo es dividido en dos fases: Las maras son removidas de los

lugares de entrada, al instante del disparo y son depositadas en los lugares

de salida al �nal del disparo después de un lapso de tiempo [20℄[21℄[23℄. El

desarrollo de las redes de Petri on tiempo onstante fueron estudiadas en

[25℄[24℄[17℄[16℄.

Por otro lado se tiene las redes de Petri estoástias las uales son redes

de Petri temporizadas on la araterístia que el tiempo para este tipo de

redes toma valores aleatorios. Las redes de Petri estoástias fueron introdu-

idas por S. Natkin y G. Florin [26℄[27℄ y su análisis fue estudiado en [28℄.

Las redes de Petri sínronas fueron estudiadas por M. Moalla y oautores

[31℄[32℄[33℄. La de�niión original de redes de Petri sínronas fue basado en

la semántia de un solo servidor.

En una red de Petri autónoma una transiión puede dispararse si está habili-

tada, pero lo que no se sabe es uándo se va a disparar. En las redes de Petri

11
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sínronas, un evento es asoiado a ada transiión, y el disparo de esta tran-

siión ourrirá sí la transiión es habilitada, uando el evento asoiado ourre.

Los eventos externos orresponden a un ambio en el estado del mundo ex-

terno (inluyendo el tiempo); por otro lado, un ambio en un estado interno,

un ambio en el maraje, podría ser llamado un evento interno. La presenia

de un evento no tiene duraión.

De�niión 2.1 Una red de Petri sínrona es una tripleta {R,E, Sync} tal

que:

� R es una red de Petri on maraje iniial.

� E es un onjunto de eventos externos.

� Sync es una funión T → E ∪ {e} en donde T ∈ R y e es el evento

que siempre ourre.

El onjunto de los eventos externos es E = {E1, E2, . . . , En} on i = 1, 2, ..., n, n ∈
Z+, donde la notaión Ei

denota el nombre del evento. La notaión Ej o-

rresponde al evento asoiado on la transiión Tj on j = 1, 2, ..., m,m ∈ Z+.

En la �gura 2.4 se dan tres ejemplos que ilustran el onepto de una red

de Petri sinronizada. En la �gura 2.4(a), el evento externo E3
es asoiado

on la transiión T1, en este aso se die que la transiión T1 es reeptiva al

evento E3
(el evento en la imagen se ve omo un línea vertial sombreada

semejante a una delta de Dira), ya que está habilitada. Podrá dispararse

uando el evento E3
ourra, y será disparada inmediatamente.

En la �gura 2.4(b), la transiión T2 es reeptiva al evento E1
, ya que está

habilitada, ésta se disparará uando el evento E1
ourra. Por otro lado, la

transiión T3 no se dispara, a pesar de estar sinronizada on E1
, esto se

debe a que la transiión no está habilitada uando E1
ourre (esto es que T3

no es reeptiva a este evento).

Por último en la �gura 2.4() del mismo modo que los asos anteriores,

la transiión T4 es reeptiva al evento E2
, ya que está habilitada, además

podemos observar que la transiión T4 está habilitada dos vees, esto implia

12
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que puede ser disparada dos vees. Por onsiguiente, uando el evento E2

ourre, la transiión se dispara dos vees en un instante dado.

Ocurrencia de E3

Marcaje de P1

Marcaje de P2

Marcaje de P5

Marcaje de P3

Marcaje de P4

Marcaje de P6

Marcaje de P7

Ocurrencia de E1 Ocurrencia de E2

P1

T1

P2

E3

T2

T3

P3

P4

P5

E1

E1

T4

P6

P7

E2

(a) (b) (c)

2

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0 2

1

0

Figura 2.4: Prinipio de disparo de una transiión sínrona.

En el año de 1981, K. Jensen introdujo el onepto de redes de Petri olo-

readas (CPN), tomando omo idea prinipal que en muhos de los sistemas,

un número de diferentes proesos tienen una estrutura y omportamiento

similar, entones para reduir la desripión y análisis de los sistemas era

deseable poder tratarlos omo proesos similares de manera uniforme y re-

sumida [14℄.

En las CPN ada mara tiene asoiado un olor indiando la identidad de

la mara. Por otra parte, ada lugar y ada transiión tienen asoiados un

onjunto de olores. Una transiión puede dispararse on respeto a ada uno

13
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de sus olores.

Cuando se dispara una transiión, las maras son removidas y depositadas

en los lugares de entrada y de salida de una forma normal omo en las redes

de Petri tradiionales, on la exepión de que la dependenia funional es

de�nida entre el olor de la transiión disparada y el olor de las maras

involuradas.

A ontinuaión, en la �gura 2.5 se presenta un sistema donde intervienen dos

vagones uyo omportamiento es el siguiente: El vagón negro se mueve onti-

nuamente de izquierda a dereha entre los puntos IN y DN , después regresa

a IN , y así reiteradas vees. El vagón gris realiza el mismo omportamiento

pero entre los puntos IG y DG.

Figura 2.5: Sistema de dos vagones.

En la �gura 2.6 se puede observar el modelo en una red de Petri del sistema

de los dos vagones. En la �gura 2.6(a) se muestran dos modelos on la mis-

ma estrutura, esta estrutura puede ser representada por un solo modelo

superponiendo las dos partes de la �gura 2.6(a). Sin embargo, es neesario

identi�ar las maras, etiquetándolas on olores, on el propósito de onser-

var la informaión onerniente a ada vagón.

Esto es representado por la red de Petri oloreada (CPN) en la �gura 2.6(b).

Los olores {(n)} y {(g)} son las etiquetas asoiadas al vagón negro y al

vagón gris respetivamente.
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Vagón negro 

moviendose 

hacia a la 

derecha

T1n

P1n

P2n

T2n

Vagón negro 

moviendose 

hacia a la 

izquierda
P1 P1

Vagón gris 

moviendose 

hacia a la 

derecha

Vagón gris 

moviendose 

hacia a la 

izquierda

T1g

P1g

P2g

T2g

P1 P1

Vagones 

moviendose

hacia a la 

derecha

Vagones 

moviendose

hacia a la 

izquierda

T1

P1

P2

T2

Idetificación

Idetificación

(n)
(g)

{(n),(g)}

{(n),(g)}

(a) (b)

Figura 2.6: Modelo en redes de Petri (a)ordinarias, (b)oloreadas.

Las redes de Petri oloreadas por sí mismas se han vuelto un ampo de

investigaión muy prolífero. Este tipo de redes de Petri al igual que las tra-

diionales, permiten representar el omportamiento de un sistema simple o

omplejo. La representaión se forma a partir de elementos simples, relaiones

y reglas. Ejemplos típios de áreas de apliaión son protoolos de omuni-

aión, teoría de grafos, problemas de transporte, sistemas de produión

automatizada y análisis de �ujo de trabajo entre otros.

También sobre este mismo tema se tienen las redes de Petri on prediados,

las uales son un tipo interesante de redes de Petri oloreadas [34℄. El on-

epto de jerarquía y alto nivel relaionado on las redes de Petri oloreadas

se puede ver en [35℄[36℄.
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2.2. Redes de Petri ontinuas

Las redes de Petri ontinuas fueron introduidas en [37℄. Una idea un

tanto ontrovertida por el heho de que este tipo de redes no eran disre-

tas, propiedad fundamental de las redes de Petri tradiionales, �nalmente

fue aeptada y posteriormente los autores de este nuevo onepto más tarde

publiaron un artíulo donde demostraban que este tipo de redes eran un

aso partiular de las redes de Petri disretas [38℄.

El maraje en un lugar en una red de Petri puede orresponder al estado

de un dispositivo, esto es que, puede ser que el dispositivo esté o no esté

habilitado. Este maraje puede onsiderarse omo una variable binaria.

Un maraje puede también asoiarse a un número entero, omo por ejemplo

el número de partes de una máquina. El problema al que se enfrenta uno es

uando el número entero es demasiado grande, esto da omo resultado que

el numero de marajes alanzados sea grande, lo ual limita el uso prátio

de las redes de Petri.

Las redes de Petri ontinuas son un modelo en el ual el número de las maras

en los lugares es un número real y no un número entero omo se entendía

antes. Existen una gran variedad de sistemas los uales pueden ser modelados

por este tipo de redes de Petri ontinuas.

De�niión 2.2 Una red de Petri ontinua es una 5-tupla RP = {P, T, Pre, Post,m0}
donde:

� P es un onjunto �nito de lugares on P = {p1, p2, p3, . . . pn}.
� T es un onjunto �nito de transiiones on T = {t1, t2, t3, . . . tm}.

� Pre es la funión de inidenia de entrada Pre : P × T → Q+.

� Post es la funión de inidenia de salida Post : P × T → Q+.

� m0 es el maraje iniial on m0 : P → R+.

� R+ y Q+ orresponden respetivamente al onjunto de los números

reales no negativos y al onjunto de los números irraionales no nega-

tivos.
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� Pre(pi, ti) es el peso del aro de pi → ti que es un número raional po-

sitivo si el aro existe y vale 0 si no existe. De forma similar Post(pi, ti)
es el peso de los aros ti → pi on i = 1, 2, ..., n, n ∈ Z+.

De�niión 2.3 En una red de Petri ontinua, el grado de que una transiión

tj esté habilitada por el marado m, denotado por q o q(tj, m) es un número

real q tal que:

q = mini:Pi∈tj (
m(pi)

Pre(pi,tj)
) on i, j ∈ Z+

De�niión 2.4 Sea mk un marado. El onjunto P de lugares puede dividir-

se en dos subonjuntos: P+(mk) el onjunto de lugares pi tal que mk(pi) > 0,
y p0(m) el onjunto de lugares pi tal que mk(pi) = 0 on i, k ∈ Z+.

Un maro-maraje es la unión de todos los marajes de mk on el mismo

onjunto p+(mk) de lugares marados. Un maro-marado será denotado por

m∗

j on j, k ∈ Z+.

A ontinuaión se ilustran estos oneptos e ideas on respeto a las redes de

Petri ontinuas. En la �gura 2.7 se tiene una mezla que está ompuesta por

aeite y vinagre para preparar un aderezo franés.

Para ierta antidad Q de aeite, una antidad

Q

2
es usada y una antidad

1,5Q de mezla se obtiene. Teniendo disponibles un litro de aeite y un litro

de vinagre, el proeso se puede representar por una red de Petri ontinua

omo en la �gura 2.7(b), donde m0 = (1, 1, 0). Las antidades obtenidas al
disparase T1 se pueden observar en la �gura 2.7(), donde se puede apreiar

omo se reon�guran las antidades.
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1 1P1 P2

T1

P3

0.5

1.5

m0

Aceite Vinagre

0.8 0.9P1 P2

T1

P3

0.5

1.5

m0

Aceite Vinagre

0.3

[T1]
0.2

VinagreAceite

(a)

(b) (c)

Figura 2.7: Mezla modelada por una red de Petri ontinua.

Muhos trabajos han ontinuado surgiendo, más enfoados en el ámbito de

apliaión, y en uestión de reduir ierta omplejidad en uanto a los méto-

dos de análisis de las redes de Petri.

Por ejemplo en [40℄ se desribe una ténia para lograr un diagnóstio de

fallas de un sistema ontinuo. Mientras que otros haen omparaiones entre

redes de Petri omo en [41℄ donde onluyen que a largo plazo las redes de

Petri estoástias y ontinuas son equivalentes.

Siguiendo en este mismo ontexto en [42℄ se presenta una apliaión en siste-

mas de fatura �exible on redes de Petri híbridas (redes de Petri ontinuas

y redes de Petri disretas) siendo el prinipal problema la optimizaión del

programa a ejeutar, así mismo en [39℄ se usa este mismo tipo de redes híbri-

das para modelar trá�o en las autopistas. Por otro lado en [46℄ se presenta
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un modelo de optimizaión y ontrol on redes de Petri híbridas.

Por otro lado en las redes de Petri se tiene la �udi�aión o relajaión de

las redes de Petri, que no es otra osa la aproximaión de sistemas disretos

a través de modelos ontinuos para reduir la omplejidad de análisis. El

onepto �udi�aión en las redes de Petri fue introduido en [43℄ y [44℄ on

diferentes perspetivas. En [45℄ podemos enontrar buenos resultados para

este mismo prinipio.
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Capítulo 3

Maro teório

En este apítulo se desriben oneptos básios onernientes a esta tesis,

omo son los de�niiones de las redes de Petri, así omo también algunos

oneptos de la teoría de la medida y por último lo que es el espaio de pro-

babilidad.

Se iniia el apítulo on las redes de Petri que son la base de la presente tesis.

Primero dando la de�niión de una red de Petri y después se presentan los

métodos que existen para analizar una red de Petri en uanto a su ompor-

tamiento y estrutura. Una vez que se onoen las redes de Petri se pueden

observar algunas arenias de desripión para modelar sistemas.

Seguido de lo que son los espaios on medida, onepto que nos permite ver

a una red de Petri omo un espaio que podemos medir en algún sentido, el

ual nos permitirá obtener algunas araterístias importantes al proponer

que las maras de una red de Petri tiene omportamiento aleatorio.

Por último se aborda lo que es proeso estoástio on el propósito de relaio-

nar este onepto on el reorrido de las maras a lo largo de una red de Petri.

Los temas que se menionaron on antelaión ubre un ampo muy ex-

tenso ada uno de ellos, de manera que se abordarán solo los oneptos de

ada uno de ellos que nos permitirán desarrollar la investigaión.
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3.1. Redes de Petri

Las redes de Petri están onstituidas de un enfoque grá�o y uno analítio,

a ontinuaión presenta la de�niión matemátia y en seguida los elementos

grá�os que la omponen.

De�niión 3.1 Un red de Petri está onstituida por una 5 − tupla RP =
{P, T, F,W,M0}

� P es un onjunto �nito de lugares P = {p1, p2, p3, ..., pn}.

� T es un onjunto �nito de transiiones T = {t1, t2, t3, ..., tm}.

� F es un onjunto de aros o relaión de �ujo F ⊆ (P ×T )∪ (T × P ).

� W es una funión de peso W : F → {1, 2, 3, . . . , n}, ∀n ∈ N.

� M0 es el maraje iniial M0 : P → {0, 1, 2, . . . , m}, ∀m ∈ N.

� P ∩ T = ∅ y P ∪ T 6= ∅

Cada uno de ellos tiene su representaión grá�a omo se observa en la �gura

3.1.

P1 P1

Lugar (P)

Transición (T)

Marca (M)

Arco (F)

Figura 3.1: Elementos de una red de Petri.

Observaión. Una red de Petri on estrutura N = (P, T, F,W ) sin un

maraje iniial dado se denota simplemente omo N .
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Observaión. Una red de Petri on un maraje iniial dado se denota omo

(N,M0).

Las redes de Petri nos permiten modelar y analizar sistemas dinámios de

eventos disretos. Una red de Petri es un grafo dirigido bipartito, es deir,

que tiene dos tipos de nodos en su estrutura, en este aso son los lugares

y las transiiones. Los lugares nos representan las variables que de�nen el

estado del sistema y las transiiones son las transformaiones que se llevan

aabo dentro del mismo. Los lugares y las transiiones se onetan por medio

de aros y omo restriión no pueden onetarse un lugar on otro lugar, ni

una transiión on otra transiión.

El marado es un onjunto de puntos que nos representan la dinámia del

sistema, distribuidos en los lugares, y que al disparo de ualquier transiión

esta distribuión ambia pasando a un estado nuevo. La presenia de k ∈ N+

maras es interpretado omo si se mantuviera verdadera la ondiión asoia-

da on el lugar, otra interpretaión es que k maras son puestas en un lugar

para indiar que k elementos de datos o reursos están disponibles.

Algunas interpretaiones que se les dan a los lugares y a las transiiones se

ven en la tabla 3.1.

Tabla 3.1: Interpretaiones típias de los elementos de una red de Petri

Lugares de Entrada Transiiones Lugares de Salida

Pre-ondiión Evento Post-ondiión

Datos de entrada Operaión Salida de Datos

Señal de entrada Proesamiento de señal Señal de salida

Neesidad de reursos Tarea Liberaión de reursos

Como ya se menionó antes, la distribuión de las maras ambia a razón

del disparo de las transiiones en una red de Petri, estos disparos se llevan

aabo si se umplen iertas reglas, las uales se menionarán enseguida.

1. Una transiión t se die que está habilitada si ada lugar de entrada p
de t está marada on al menos w(p, t) maras, donde w(p, t) es el peso
del aro que va de p a t.
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2. Una transiión habilitada puede dispararse o no puede dispararse (de-

pende de que si el evento toma lugar en realidad).

3. Un disparo de una transiión habilitada t remueve w(p, t) maras de

ada uno de los lugares de entrada de p a t, y deposita w(t, p) maras

a ada uno de los lugares de salida p a t, donde w(t, p) es el peso de los
aros de t a p.

Normalmente las transiiones tienen, tanto lugares de entrada omo de

salida, pero uando no se umple esto y una transiión t no tiene lugares de

entrada se le llama transiión fuente, y uando no tiene lugares de salida se

le llama transiión sumidero, de igual forma uando en un lugar no tiene un

aro de salida se le llama lugar sumidero y lugar fuente uando no tiene algún

aro de entrada. Esto implia que las transiiones sumideros siempre están

habilitadas y que el disparo de una transiión sumidero onsume maras pero

no produe ninguna.

A ontinuaión se muestra un ejemplo en la �gura 3.2 donde se pueden obser-

var los elementos que onstituyen una red de Petri y omo es que interatúan

entre ellos. Cabe menionar que entre los aros no se india algún peso, esto

es porque ada uno de ellos tiene omo peso la unidad.

P1 P1

Si a-b diferente de 0

Copia dato

Suma

Resta

Division

 indefinido

Copia dato

si a-b igual a 0

a

a

b

b

a+b

a-b

x= (a+b)/(a-b)

Figura 3.2: Modelo on redes de Petri del ómputo de x = (a+ b)/(a− b).
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3.1.1. Propiedades de las redes de Petri

Una fortaleza de las redes de Petri es que se puede realizar análisis de mu-

has propiedades y problemas asoiados a sistemas onurrentes. Dos tipos de

propiedades pueden ser estudiados on un modelo en redes de Petri, aquellas

que depende de un maraje iniial (Propiedades dinámias o de omporta-

miento) y aquellas que son independientes del maraje iniial (Propiedades

estruturales).

3.1.1.1. Propiedades dinámias

Alanzabilidad

La alanzabilidad es una de las prinipales propiedades dinámias que tie-

nen las redes de Petri. El disparo de una transiión habilitada ambiara la

distribuión del maraje de auerdo a las reglas de disparo de una transiión

antes ya expliadas. Entones diremos que un maraje Mn es alanzado des-

de un maraje iniial M0, si existe una seuenia de disparos de transiiones

que nos transformen M0 en Mn. Una seuenia de disparos es denotado por

σ = M0t1M1t2M2 · · · tnMn o también σ = t1t2 · · · tn, en este aso se dirá que

Mn es alanzado por M0 a través de σ.

El onjunto de todos los posibles marajes alanzados a partir de M0 en una

red (N,M0) es denotado omo R(N,M0) o de forma simpli�ada R(M0). El
onjunto de todas las seuenias de disparos desde M0 en una red (N,M0) es
denotado omo L(N,M0) o simplemente omo L(M0). Entones el problema

se resume a enontrar sí el maraje Mn ∈ R(M0) para un maraje M0 dado.

Aotamiento

Una red de Petri (N,M0) se die ser k − acotada o simplemente acotada
si el número de maras en ada lugar no exede un número �nito k para

ualquier maraje alanzable desde M0, i.e.,M(p) ≤ k para ada lugar p ∈ P
y para ada M ∈ R(M0). Una red de Petri se die ser segura si es 1−acotada.
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Vivaidad

El onepto de vivaidad está fuertemente relaionado on tiempos muertos

en las operaiones de los sistemas. Una red de Petri se die estar viva sí, no

importa qué maraje aaba de ser alanzado desde M0, es posible un último

disparo de ualquier transiión de la red para que siga evoluionando a algu-

na seuenia de disparos más, garantizando que la red está libre de tiempos

muertos.

La vivaidad es una propiedad importante para varios sistemas, sin embargo

es imprátio y demasiado ostoso veri�ar esta propiedad para algunos sis-

temas en los que su funionamiento es demasiado grande o involura muhos

elementos. Debido a esto se de�nieron diferentes niveles de vivaidad on el

propósito de disminuir la arga de análisis de esta propiedad.

De�niión 3.2 Una transiión t en una red de Petri (N,M0) se die:

� muerta L0 − viva si t nuna es disparada en ualquier seuenia de

L(M0).

� L1−viva (potenialmente disparable) si t puede ser disparada al menos

una ves en alguna seuenia de disparos de L(M0).

� L2−viva si, dado un entero positivo k, t puede ser disparado al menos

k vees en alguna seuenia de disparos de L(M0).

� L3 − viva si t aparee una in�nidad de vees o freuentemente en

alguna seuenia de disparos de L(M0).

� L4− viva o viva si t es L1− viva para ada maraje M ∈ R(M0).

Reversibilidad

Una red de Petri (N,M0) se die ser reversible si, para ada maraje M ∈
R(M0),M0 es alanzable desde M , así en una red que umple on esta pro-

piedad, uno siempre puede regresar al maraje o estado iniial. Aunque re-

sulte bueno poder regresar al estado iniial, muhas vees esto es imposible,

sin embargo, uno puede estableer algún maraje al que se quiere regresar

(home state). Un maraje M
′

se die ser home state si, para ada maraje
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de M ∈ R(M0), M
′

es alanzable desde M .

Cubrimiento

Un maraje M de una red de Petri (N,M0) se die ser cubierta si existe

un maraje M
′ ∈ R(M0), tal que M

′

(p) ≥ M(p) para ada p de la red. La

propiedad de ubrimiento esta fuertemente relaionada on L1 − viva (po-

tenialmente disparable). Sea M el mínimo maraje neesario para habilitar

una transiión t. Entones t es muerta (no L1 − viva) si y solo sí M no es

ubierta. Esto es, t es L1− viva si y solo si M es ubierta.

Persistenia

Una red de Petri (N,M0) se die persistente si, para ualesquiera dos tran-

siiones habilitadas, el disparo de una de ellas no deshabilita a la otra. Una

transiión en una red on la propiedad de persistenia, una vez que se habilita,

permaneerá habilitada hasta que se dispare. Persistenia está fuertemente

relaionada on el eho de que la red quedará libre de on�itos.

3.1.1.2. Propiedades estruturales

Las propiedades estruturales son aquellas que depende de su estrutura

o topología y no de algún maraje iniial. Estas propiedades son de gran

importania uando se diseñan sistemas de manufatura �exible, ya que es-

tos sistemas dependen úniamente de la disposiión y no de la forma que

se administra el sistema, el ual no es onoido a nivel de diseño. Muhas

de las propiedades pueden ser analizadas fáilmente por medio de ténias

algebraias. Comenzaremos on la desripión de ada una de ellas.

Vivaidad estrutural

Una red de Petri se die que es viva estruturalmente si existe un maraje

iniial M0 talque la red de Petri es viva. Esto implia que una red de Petri

que es viva es viva estruturalmente también, pero lo inverso no neesaria-

mente.
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Aotamiento estrutural

Una red de Petri se die que es aotada estruturalmente si es aotada pa-

ra ualquier maraje iniial M0. Desafortunadamente las propiedades viva

estruturalmente y aotada estruturalmente requieren de que la red perma-

neza aotada para todos los posibles marajes iniiales, por otro lado una

red de Petri que es aotada estruturalmente es aotada, pero lo inverso no

neesariamente.

Conservatividad estrutural

Una red de Petri se die que es onservativa estruturalmente si todas las

transiiones que se disparan depositan el mismo número de maras que on-

sumen de los lugares de entrada a los lugares de salida.

Repetitividad estrutural

Una red de Petri se die repetitiva estruturalmente si existe un maraje ini-

ial M0 y una seuenia de disparos σ en la ual ada transiión aparee un

número ilimitado de vees. De auerdo on la de�niión, una red de Petri que

es viva estruuturalmente es repetitiva pero lo ontrario no neesariamente

se umple.

3.1.2. Métodos de análisis

Los métodos de análisis de las redes de Petri se pueden lasi�ar en tres

grupos: 1) ténias enumerativas, 2) ténias de reduión o desomposiión,

3) ténias estruturales. Cada método tiene iertas araterístias que los

haen adeuados para iertas redes de Petri. Enseguida se desribirán ada

uno de ellos.

Ténias enumerativas

La ténia más onoida es el árbol de ubrimiento el ual se genera a partir

de un maraje iniial. Supongamos que se tiene una RP (N,M0), que parte
de un maraje iniial M0, entones podemos obtener tantas nuevas maras

omo transiiones habilitadas se tiene on este maraje. Desde ada nuevo
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maraje, podemos otra vez alanzar más marajes. Este proeso deriva en

una representaión en forma de árbol de las maras. Los nodos representan

las maras generadas a partir de M0 raíz y sus suesores, y ada aro repre-

senta una transiión disparada, la ual transforma un maraje en algún otro.

El problema a que se enfrenta on esto, es que, el árbol puede reer in�ni-

tamente para iertas redes. Para evitar esto se introdue un elemento ω que

se puede interpretar omo infinito, ω tiene omo propiedades las siguientes:

Para ada entero n, ω > n, ω ± n = ω y ω ≥ ω.

Se desribe el algoritmo para generar el árbol de ubrimiento en el algoritmo

3.1.

Algoritmo 3.1: Árbol de ubrimiento.

Entrada: m0, ti. Salida: Ak Proeso:

Paso 1) La etiqueta del maraje iniial, que es el raíz, se nombra omo

new

Paso 2) Mientras que en new existan maras, haer lo siguiente.

Paso 2.1) Seleionar a un nuevo maraje M .

Paso 2.2) Sí M es idéntio a un maraje del amino que va desde

la raíz hasta el maraje M , se etiqueta a M omo old y se va a

otro nuevo maraje.

Paso 2.3) Si ninguna transiión es habilitada on M , se etiqueta

a M on dead− end.

Paso 2.4) Mientras exista una transiión habilitada on M , se

debe de haer lo siguiente para ada una de las transiiones que

se habilitan on M .

Paso 2.4.1) Obtener el maraje M
′

que resulta del disparo de

t on M .

Paso 2.4.2) Si desde el reorrido de la raíz a M existe un

maraje M
′′

tal que M
′

(p) ≥ M
′′

(p) para ada lugar p y

M
′ 6= M

′′

, esto es, M
′′

es ubierto, entones remplazamos

M
′

(p) por ω para p que umpla on M
′

(p) > M
′′

(p).

Paso 2.4.3) Integrar a M
′

omo nodo, dibujar un aro on la

etiqueta t de M a M
′

y nombrar a M
′

omo new.
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En la �gura 3.3 se puede observar una red on su respetivo árbol de u-

brimiento. Se puede ver omo es neesario un maraje iniial para poder

empezar a ejeutar el algoritmo, on forme se avanza en el algoritmo se pue-

de notar que entra sean los elementos del modelo en redes de Petri, se vuelve

mas omplejo la reaión de el árbol de ubrimiento. Es por eso que este

método es viable para modelos on poos omponentes.

P1 P1

P1

P2

P3

T0

T1

T2

T3

M0=(1 0 0)

M0=(0 0 1) M0=(1 W 0)

M0=(0 W 1) M0=(1 W 0)

M0=(0 W 1)
¨old¨

¨old¨

¨dead-end¨

Figura 3.3: Una red de Petri on su respetivo árbol de ubrimiento.

Ténias de reduión

Este onjunto de ténias se basa en la reduión del modelo por medio de

transformaiones que no alteran las propiedades de los modelos una ves efe-

tuadas éstas. En la �gura 3.4 se pueden observar las transformaiones que se

pueden llevar a abo.
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(a) (b)

 ( (d)

(e) (f)

Figura 3.4: Transformaiones en una red de Petri

En la �gura 3.4.(a) lo que suede es que se elimina la transiión y los dos

aros que entran al lugar de entrada de la transiión, pasan a ser aros de

entrada del lugar de salida de la transiión.

En la �gura 3.4.(b) pasa algo similar a la �gura 3.4.(a), solo que en este aso

el lugar es el que se elimina, los aros que tenía de entrada diho lugar pasar

a ser aros de entrada de la transiión que estaba onetada on el lugar

eliminado.
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En la �gura 3.4.() lo que se hae es reduir el modelo onsiderando que los

dos lugares que se enuentran en medio del modelo tiene el mismo número de

aros de entrada y el mismo número de aros de salida. Estos mismo lugares

entregan y reiben maras de las mismas transiiones, es por eso que haer

esta reduión no ambia en nada el modelo más que en su tamaño.

En la �gura 3.4.(d) es el mismo prinipio de reduión que el de la �gura

3.4.() pero apliado a transiiones.

En la �gura 3.4.(e) se puede observar que el lugar genera un ilo super�uo,

de manera que quitarlo del modelo no afeta en nada, mas aun redue tama-

ño del modelo a analizar.

En la �gura 3.4.(f) se genera el mismo ilo inneesario que en la �gura 3.4.(e)

pero en la transiión de tal forma que podemos omitirlo del modelo y este

no quedara alterado en lo mas mínimo.

Ténias estruturales

Una ténia que se usa muho en este aso es la matriz de inidenia que se

desribe omo sigue: Para una RP (N,M0) on m transiiones y n lugares, la

matriz de inidenia es una matriz de enteros de n×m, llamada A = [aij],
donde aij esta de�nido en (3.1).

Aij = a+ij − a−ij . (3.1)

Donde a+ij = w(i, j) que son los pesos de los aros de las transiiones i a los

lugares de salida j, y a−ij = w(j, i) que son los pesos de los aros de los lugares

de entrada j a las transiiones i. Entones la euaión de estados de una red

de Petri dado un marado iniial y una seuenia de disparos de transiiones

habilitadas es (3.2) .

Md = M0 + AUk (3.2)

Donde Md es un vetor olumna n × 1, Uk es el vetor de ontrol o vetor

de disparos on dimension m× 1, la matriz A es la matriz de inidenia y es
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donde se observa la dinámia del maraje de la red.

Consideremos la red de Petri de la �gura 3.5, tenemos que para este modelo

la matriz de inidenia se forma a partir de (3.5).

p1

t1

p2

t2

p3

t3

p
4

p5

t4

Figura 3.5: Modelo de una red de Petri.

a−ij =

T1 T2 T3 T4












1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1













P1

P2

P3

P4

P5

(3.3)
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a+ij =

T1 T2 T3 T4












0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0













P1

P2

P3

P4

P5

(3.4)

Considerando (3.1) queda:

A =

T1 T2 T3 T4












−1 0 0 +1
+1 −1 0 0
0 +1 0 −1

+1 0 −1 0
0 0 +1 −1













P1

P2

P3

P4

P5

(3.5)

Reordando que (3.5) se forma a partir de (3.3) y de (3.4) de la relaión (3.1).

Ahora para nuestro ejemplo tomemos omo maraje iniialM0 = (0, 0, 1, 1, 0),
omo resultado tendremos la �gura 3.6.
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p1

t1

p2

t2

p3

t3

p4

p5

t4

0

Figura 3.6: Estado iniial de la red on M0.

Considerando un vetor de ontrol de la forma Uk = [0, 1, 0, 1]T , entones
por (3.2) del ejemplo dado, on un marado iniial M0 y una seuenia de

disparos de transiiones Uk resulta (3.6).

Md =













0
0
1
1
0













+













−1 0 0 +1
+1 −1 0 0
0 +1 0 −1

+1 0 −1 0
0 0 +1 −1





















0
1
0
1









=













0
0
1
1
0













(3.6)

Entones el maraje obtenido a partir de M0 y del disparo de la transiión

T2 se puede observar en la �gura 3.7.
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p1

t1

p2

t2

p3

t3

p4

p5

t4

Figura 3.7: Estado de la red on M0 y Uk.

Ahora tomemos el maraje anterior obtenido en (3.6) y una seuenia de

disparos U
′

k, sustituyendo en (3.2) se tiene (3.7).

M
′

d =













0
0
1
1
0













+













−1 0 0 +1
+1 −1 0 0
0 +1 0 −1

+1 0 −1 0
0 0 +1 −1





















1
0
2
1









=













0
1
0
0
1













(3.7)

En la �gura 3.8 podemos ver el estado de la red on el maraje M
′

d.
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p1

t1

p2

t2

p3

t3

p4

p5

t4

Figura 3.8: Estado de la red on Md y U
′

k.
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3.2. Espaio on medida

El onepto de medir se asume omo un heho, se onibe omo algo que

por añadidura se tiene, una herramienta on la que se uenta para arateri-

zar algunas ualidades de iertos objetos. Toda esta oneptualizaión tiene

de trasfondo en lo que respeta a las matemátias una estrutura �ja y di-

reta que ha permitido obtener muhos resultados en el análisis matemátio.

Esta estrutura es una terna de elementos (Ω, σ−álgebra, µ) donde:

1) Ω es un onjunto de elementos arbitrarios, del ual queremos medir en

alguna forma algunos de sus subonjuntos.

2) σ−álgebra es una oleión F de subonjuntos de Ω que umple on las

siguientes propiedades.

2.1 Ω ∈ F .

2.2 Si A ∈ F , entones Ac ∈ F .

2.3 Si A1, A1, . . . ∈ F , entones

⋃

∞

n=1An ∈ F .

Una σ−álgebra es una oleión de subonjuntos de Ω no vaía, que es errada

bajo las operaiones de omplemento y uniones numerables, lo ual implia

que también las operaiones de interseión y diferenia sean erradas por

medio de las leyes de Morgan.

A la dupla (Ω,F) se le llama espaio medible, donde Ω es un onjunto y F es

una σ−́algebra y los elementos de F se les da el nombre de onjuntos medibles.

3) µ es una funión (medida) en un espaio medible (Ω,F) no negativa.

µ : F → [0,∞]

que satisfae:

3.1 µ(∅) = 0.

3.2 Es numerable aditiva, es deir si dados A1, A2, . . . , An ∈ F y sean ajenos

dos a dos, esto es Ai ∩ Aj = ∅ para i 6= j entones.
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µ(∪n
i=1Ai) =

∑n

i=1 µ(Ai).

Para onluir esta seión se de�nirá el Espacio de Probabilidad, importante

en nuestro aso, dado que muho del desarrollo que se lleva aabo en lo

ulterior es a partir de este espaio.

3.2.1. Espaio de probabilidad

En espaio de probabilidad el onjunto Ω denota el espaio muestral o

onjunto de posibles resultados de un experimento aleatorio, y los elemen-

tos de F representan eventos del experimento aleatorio. Una σ− álgebra es

entones una estrutura que nos permite agrupar iertos subonjuntos de Ω
de interés, aquellos a los uales se desea alular su probabilidad, y esta es-

trutura onstituye el dominio de de�niión de una medida de probabilidad.

Cuando el espaio muestral es �nito normalmente se toma omo σ−álgebra el
onjunto potenia de Ω, pero para espaio muestrales más generales no siem-

pre puede tomarse esa estrutura tan grande, y deben onsiderarse entones

σ− álgebra más pequeñas, es por ello que se estudian estas estruturas. En

general existen varias σ− álgebra que pueden asoiarse a un onjunto ual-

quiera no vaío Ω.

La araterístia de probabilidad de este espaio métrio estriba en la de�ni-

ión de la funión de medida P que es una funión P : F → [0, 1] que umple

on:

1. P(Ω) = 1.

2. P(A) ≥ 0, para ualquier A ∈ F .

3. Sea A1, A2, . . . , An ∈ F y sean ajenos dos a dos, esto es Ai ∩ Aj = ∅
para i 6= j entones P(∪n

i=1Ai) =
∑n

i=1P(Ai).

Cabe omentar que estos son los tres axiomas on los que A. Kolmogorov

de�nió lo que es la probabilidad, dando un gran paso, pasando de la teoría

de probabilidad freuentista a una axiomátia, trayendo así que muhos de

los matemátios empezaran a mirar on mejores ojos esta disiplina que en

prinipio se onsideraba inexata y poo atrativa para los matemátios.
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3.3. Proeso estoástio

Un proeso estoástio es una oleión de variables aleatorias indexadas

on los números naturales (Proeso estoástio disreto) de forma �nita o

de forma in�nita ontable, o on los números reales (Proesos estoástio

ontinuo). Muhos autores omo onvenión les llaman series de tiempo a

los proesos estoástios disretos, mientras que a los proesos estoástios

ontinuos simplemente proesos estoástios.

De�niión 3.3 Un proeso estoástio es una oleión de variables aleato-

rias {X (t, w) : t ∈ I, w ∈ Ω} donde I es un onjunto de parámetros (ontinuos

o disretos) y X (t, w) ∈ R.

Un proeso estoástio se puede pensar de dos formas. Primero para un va-

lor �jo de t ∈ I, X (t, w) es una variable aleatoria, por otro lado si �jamos a

w ∈ Ω, X (t, w) es una funión de valores reales, y en la que ada muestra de

esta funión se le onoe omo realizaión, trayetoria o simplemente muestra.

En la �gura 3.9 se muestra la grá�a de un proeso estoástio disreto, en el

mundo real podemos enontrar estos proesos disretos por ejemplo uando

se envía una seuenia de bits por un anal ruidoso, otro ejemplo podría ser

la letura de salida de un ampli�ador, que a pesar de no reibir ninguna

señal su salida no es ero debido al ruido interno térmio del dispositivo y

que en teoría este ruido se puede modelar por medio de una variable aleatoria

gausiana, en este último ejemplo el proeso se onsidera disreto debido a que

ada segundo se hae una mediión de la salida del ampli�ador.
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Figura 3.9: Proeso estoástio disreto.

Por otro lado en la �gura 3.10 podemos observar un proeso estoástio

ontinuo, este tipo de proesos los podemos enontrar por ejemplo en o-

muniaión por radio, la señal portadora es freuentemente modulada omo

onda sinusoidal on fase aleatoria esto es porque el reeptor no sabe uando

el transmisor va a emitir informaión, otro ejemplo seria las mediiones que

arroja un sismografo.

Se puede apreiar de la �gura 3.10 la funión que se genera se mueve dentro

de los números reales, tanto el dominio omo el ontradominio, teniendo así

una in�nidad variables aleatorias indexadas.

La de�niión que se aaba de dar es muy general, a partir de esta idea

se estudian iertos asos partiulares, en lo que respeta a esta tesis los

proesos estoástios de interés son: Proceso de Poisson y Procesos de
Wiener(MovimientoBrowniano).

3.3.1. Proeso de Poisson

Es freuente tener la neesidad de de�nir una variable aleatoria que se

de�na omo el número de eventos que ourren dentro de un determinado

intervalo, por ejemplo para saber el número de defetos que tiene algún ar-
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Figura 3.10: Proeso estoástio ontinuo.

tíulo o el número de llamadas reibidas por un operador dentro de un lapso

de tiempo. La distribuión de Poisson es un herramienta para modelar este

tipo de omportamientos.

Una variable aleatoria on distribuión de Poisson on parámetro λ se esribe

X ∼ P )(λ), tiene una funión de distribuión (3.8), para x = 0, 1, ....

P (X = x) =
e−λλx

x!
(3.8)

De�niión 3.4 Sea {F} una oleión de σ − algebras �ltrada (una o-

leión de onjuntos indexados de una sigma-álgebra dada). Un proeso de

Poisson es un proeso estoástio on funión de distribuión X ∼ P (λ), que
umple on las siguientes ondiiones.

1) X0 = 0 asi siempre.

2) Las trayetorias de Xt son ontinuos por la dereha on limites por la

izquierda.

3) Si s < t, entones Xt − Xs es un proeso de Poisson on parámetro

λ(t− s).
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4) Si s < t, entones Xt −Xs es independiente de F.

3.3.2. Proeso de Wiener

El fenómeno onoido omo movimiento browniano data del año 1828

uando el botánio Robert Brown reportó en una revista ientí�a que granos

de polen suspendidos en ierta substania y vistos a través de un miroso-

pio, realizaban un movimiento irregular e inexpliable.

De este fenómeno se desprenden algunas propiedades: (a) El movimiento

es ontinuo, (b) Paree tener desplazamientos independientes, () Debido al

gran número de olisiones del grano de polen on las moléulas irundantes

en longitud de tiempo no pequeño, y teniendo en uenta el teorema del

limite entral, los inrementos pueden modelarse omo variables aleatorias

gausianas.

Esto esrito anteriormente se tradue matemátiamente en la de�niión 3.5:

De�niión 3.5 Un movimiento browniano unidimensional es un proeso es-

toástio {Bt : t ≥ 0} tal que:

1) B = 0 asi seguramente.

2) Las trayetorias t 7→ Bt son ontinuas.

3) El proeso tiene inrementos independientes.

4) La variable Bt −Bs tiene distribuión normal N (0, t− s) para 0 ≤ s < t.

Las ondiiones que apareen en la de�niión son onseuenia direta de

las observaiones del fenómeno físio, pero esto no implia que exista tal ob-

jetivo matemátio. En 1923 el matemátio norteameriano Norbert Wiener

demostró la existenia de un proeso on estas ondiiones, y es por eso que

este proeso se le onoe omo proeso de Wiener y el ual se denota omo

{Wt : t ≥ 0}.
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Figura 3.11: Movimiento browniano de dos dimensiones.

El proeso de wiener uenta on tres propiedades interesantes a menionar.

1. La distribuión de probabilidad de todos los valores futuros del proeso

depende úniamente de su valor atual, no siendo afetada por sus

valores pasados, ni por ninguna otra informaión atual. Por tanto, el

valor atual del proeso es la únia informaión neesaria para realizar

la mejor estimaión de su valor futuro.

2. Tiene inrementos independientes. Lo que signi�a que la distribuión

de probabilidad de los ambios en el proeso en ualquier intervalo

temporal es independiente de la de ualquier otro intervalo.

3. Las variaiones produidas en el proesos en un intervalo �nito de tiem-

po se distribuyen normalmente, on una varianza que aumenta lineal-

mente on el tamaño del intervalo temporal.

43



Capítulo 4

Red de Petri on maraje aleatorio

Como soluión a una nueva formulaión de sistemas dinámios mediante

el modelado de redes de Petri se propone realizar algunas modi�aiones en

algunos de los elementos de las redes de Petri on el propósito de tener una

herramienta que desriba de una forma más adeuada un proeso, de tal ma-

nera que la re-de�niión de la red de Petri queda estableida en la de�niión

4.1.

Para este apítulo de desarrollo se omienza on la de�niión de una red

de Petri on maraje aleatorio partiendo de la base de las redes de Petri

lásias. Se de�nen ada uno de los elementos que onforman esta nueva red

de Petri justi�ando el porque de esta nueva de�niión.

De igual forma se onsideran nuevos aspetos en las reglas on el propósi-

to de adeuarlas a las nuevas araterístias aleatorias que tienen los lugares,

transiiones y maras. Para desribir la evoluión del maraje a presenia se

alguna entrada aleatoria se propone la desripión en forma matriial por

medio de la matriz de inidenia en donde los aros ambian de manera di-

námia a respuesta de ierta entrada que se presenta en la red de Petri on

maraje aleatorio.
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4.1. De�niión de la red de Petri on maraje

aleatorio

De�niión 4.1 Un red de Petri on maraje aleatorio(RPma) está ompues-

ta por una 5− tupla dada en 4.1.

RPma = {P, T, F,W,M0} (4.1)

Donde se umple:

i) P es el espaio de probabilidad de lugares on P := {Ωp, σp, µp} .

ii) T es el espaio de probabilidad de transiiones on T := {ΩT , σt, µt}.

iii) F es un onjunto de aros o relaión de �ujo ontinuo estoástio on

F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P ).

iv) W es la funión de maraje on W := F → R.

v) M es el espaio de probabilidad de maras de la red onM := {ΩM , σm, µm}.

Espaio de probabilidad P

El espaio P ompuesto por tres elementos 1.1), 1.2), 1.3).

1.1)Ωp Conjunto universo de lugares deRPma on Ωp = {p1, p2, . . . , pn :
n ∈ N+ y n < ∞}.

1.2) σp = Es una oleión de subonjuntos de Ωp tal que:

i) Ωp ∈ σp.

ii) Sea A ∈ σp entones, A
c ∈ σp.

iii) Sea A1, A2, . . . , Am ∈ σp tal que ∪m
i=1Ai ∈ σp.
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La mínima σ−álgebra (σmin) de un onjunto arbitrario es σmin = {Ω, ∅}.
Para el aso partiular de σmin solo tenemos la faultad de medir todo

el onjunto de lugares omo un todo.

En una σ− álgebra están ontenidos onjuntos de interés para medir.

Resulta razonable agrupar omo subonjuntos al onjunto de lugares

de entrada de ada transiión que existe en RPma, y tomar por omple-

mento de estos onjuntos a todos los demás lugares formando el espaio

de las variables aleatorias (Ω.σ).

Para ejempli�ar lo antes menionado, supóngase un modelo omo se

muestra en la �gura 4.1, a partir del ual su σp−álgebra es (4.2).

t2

t1
t3

t4

p1

p2

p3

p4

Figura 4.1: Modelo de una red Petri on maraje aleatorio.

σp = {{p1, p2}, {p3, p4},Ω, ∅}, on Ω = {p1, p2, p3, p4} (4.2)

La σp− álgebra obtenida está ompuesta por uatro elementos, donde

el omplemento de {p1, p2} es {p3, p4} y vieversa. Esta σp−álgebra se

obtiene fáilmente onsiderando que los lugares de entrada a la transi-

ión t3 son p1 y p2, y para la transiión t4 son p3 y p4. Para el aso de

las transiiones t1 y t2 omo son transiiones fuente o transiiones de

entrada, no es posible tener lugares de entrada a éstas, por eso no es

neesario tomarlas omo riterio para onstruir nuestra σp−álgebra.
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La σ−álgebra esta formada por una oleion de subσ−álgebras, puede
haber distintas σ−álgebra de un mismo onjunto universo impliaión

direta de la de�niión. Entones la σ−álgebra va a depender del interés
que se tenga en el momento.

1.3) µp = σp → [0, 1] es una medida de probabilidad on:

1) µp(Ωp) = 1.

2) µp(A) ≥ 0 ∀ A ∈ σp .

3) SeaA1, A2, . . . , Am ∈ σp y sean ajenos dos a dos, esto es Ai ∩
Aj = ∅ para i 6= j entones µp(∪n

i=1Ai) =
∑n

i=1 µp(Ai).

Haiendo referenia al Capítulo 3, existen varias funiones que um-

plen las propiedades reién menionadas. La eleión de alguna de ellas

dependerá del problema, es deir la naturaleza del problema determina

ual distribuión de probabilidad es apropiada.

Considerando que los lugares son elementos aotados por una distri-

buión de Gauss donde se observan las transformaiones que sufre el

maraje a lo largo de la RPma y que se desriben en (4.3).

µp =
1√
2πτ

∫

∞

−∞

e−
(pi−µ)2

2τ2 dp (4.3)

para i = {1, 2, . . . , n}, n ∈ Z+

Donde:

τ es la desviaión estándar.

pi es el maraje del lugar pi ∀i = {1, 2, ..., m}, m ∈ Z+.

µ es la media aritmétia.
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Espaio de probabilidad T

El espaio T ompuesto por tres elementos tales que se umplen 2.1), 2.2),

2.3).

2.1) Ωt onjunto universo de lugares de RPma on Ωt = {t1, t2, . . . , tm :
m ∈ Z+ y m < ℵ0}.

2.2) σt es una oleión de subonjuntos de Ωt tal que:

� Ωt ∈ σt.

� SeaB ∈ σt entoncesB
c ∈ σt.

� SeaB1, B2, . . . , Bm ∈ σt tal que ∪m
i=1Bi ∈ σt.

Para de�nir la σt−álgebra asoiada a este espaio de probabilidad, se

tomará la σt− álgebra generada por la oleión de transiiones que

tienen lugares de entrada. De manera que retomando el ejemplo de la

�gura 4.1 la oleión de subonjuntos de Ωt sería (4.4).

C = {T3, T4} entones la σt−álgebra generada es.
σt(C) = {T3, T4, T

c
3 , T

c
4 , (T3 ∪ T4), (T3 ∪ T4)

c,Ωt, ∅}.
on Ωt = {t1, t2, t3, t4}, T3 = {t3} y T4 = {t4}.

(4.4)

La onstruiones de la sigma-álgebra partió del eho de que entre las

transiiones no tienen relaión alguna más que uando hay una relaión

de on�ito entre dos transiiones.

2.3) µt = σt → [0, 1] es una medida de probabilidad on:

Al igual que la medida del espaio de probabilidad T y de ualquier medida

de probabilidad debe de umplir on las siguientes ondiiones.

1) µt(Ωt) = 1.

2) µt(B) ≥ 0 ∀ B ∈ σt.
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3) SeaB1, B2, . . . , Bm ∈ σt y sean ajenos dos a dos, esto es Bi∩Bj = ∅
para i 6= j entones µt(∪n

i=1Bi) =
∑n

i=1 µt(Bi).

Dependiendo del problema que se esté tratando es la funión de densidad de

probabilidad que se trabaja, en este aso omo las transiiones normalmente

representan mano de obra, proesamiento, transformaión de alguna osa en

otra, operaiones, dispositivos o algo que está en funión del tiempo se su-

giere usar omo medida la funión de densidad exponenial de auerdo on

[4℄ de manera que queda (4.5).

µt = λe−λy dy (4.5)

Conjunto de aros o relaión de �ujo ontinuo estoástio.

Sea F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P ) una oleión donde están ontenidos todos los

aros de una RPma, tanto los aros que van de lugar a transiión(PRE-aro)

y los que van de transiión a lugar(POS-aro). Cabe señalar que un reorrido

ompleto va de lugaresx de entrada a un lugary de entrada, pasando por

una transiión que los une, por eso F es una relaión de �ujo y para el aso

las RPma el �ujo es ontinuo y estoástio entre los lugares de entrada y

ualesquier lugar de salida de la red.

Funión W

W es una funión que nos relaiona una transiión y un lugar o vieversa, y

para RPma esta funión está en el dominio de los reales y dependerá de las

araterístias estadístias de nuestro sistema para proponer los pesos que

tendrá ada aro. En las redes de RPma los aros representan el valor míni-

mo aeptable on respeto a un valor estándar ya sea de alidad, antidad,

porentaje, et., que sea de interés.

Los espaios de probabilidad P y T se relaionan a través W y se puede

de�nir perfetamente una medida del produto de estos dos espaios dando

omo resultado.

1) Sea P y T dos espaios on medida, entones, para A ∈ σp y B ∈ σt

implia que µ(P×T ) = µp(A)µt(B).
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Espaio de probabilidad M

El espaio M al igual que los demás uenta on tres elementos a saber (Ωm,

σm, µm).

1) Ωm = {∪n
i=1(ai, bi) : (ai, bi) ∈ B(R) y a ≤ b}

Este onjunto universo está ompuesto de intervalos, que son los inter-

valos donde se va a mover la variable aleatoria del maraje de la RPma

y que son a su vez elementos de la σt−álgebra deBorel.

2) σm es una oleión de subonjuntos de Ωm tal que: σm.

2.1 Ωm ∈ σm.

2.2 SeaC ∈ σm entoncesCc ∈ σm.

2.3 SeaC1, C2, . . . , Cn ∈ σm tal que ∪n
i=1Ci ∈ σm.

La onstruión se basa en el heho que de los elementos del onjunto

universo son elementos de los borelianos(son los onjuntos de Borel),

entones se puede formar una σ−́algebra, de tal manera que su de�niión

queda desrita en (4.6).

B(Ωm) = {Ωm ∩ B : B ∈ B(R)} (4.6)

3) µm : σm → [0, 1] es una medida de probabilidad on:

3.1 µm(Ωm) = 1.

3.2 µt(C) ≥ 0 ∀ C ∈ σm.

3.3 Sea C1, C2, . . . , Cm ∈ σm y sean ajenos dos a dos, esto es Ci∩Cj =
∅ para i 6= j entones µm(∪m

i=1Ci) =
∑m

i=1 µm(Ci).

La de�niión de esta funión es aorde al proeso que se esta analizando

y que oinide dimensionalmente on el de los lugares.
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4.2. Reglas de disparo de una transiión.

Para generar una salida o entrega de maras a un lugar de la salida, la

transiión debe de umplir on iertas ondiiones, ondiiones que harán

que el sistema evoluione en la presenia de ierta entrada, y de no ser así

se realiza la retroalimentaión, noti�ando de ativaión lo requerido para

generar un disparo de una transiión de interés umpliendo on:

1) Una transiión está habilitada si ada lugar de p a t, es marado on al

menos w(p, t) ∗ tq maras. Donde w(p, t) es el peso del aro que va de p a

t y q es el grado de sensibilidad de la transiión t y se umple (4.7).

φ(Mpi) ≤ w(pi, tj) (4.7)

2) Una transiión habilitada puede o no dispararse, esto dependerá de la

probabilidad que tengan los lugares de entrada de la transiión habilitada.

3) El disparo de una transiión habilitada remueve w(p, t)∗tq maras de ada

lugar de entrada de p a t, y deposita w(p, t) ∗ tq ∗ ρ maras, donde w(p, t)
es el aro de t a p, q es el grado de sensibilidad de la transiión t, y ρ es

el oe�iente de orrelaión entre los lugares de entrada de la transiión t
y algún lugar de salida de esta misma transiión.
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4.3. Evoluión de maraje en una red de Petri

Considérese el sistema de la �gura 4.2.

a1

a2

ap-2

ap-1

ap

a3

a4

p-3

1

�

3

4

f-3

f-�

f-1

f

1

�

l-�

l-1

l

1��

���

���

���

�����

���

���

��	��

��	��

��	

h��

h�
��

h�


t1

tm��

tm

tq

tq��

tq��

tn��

tn

1

�

�

s��

s

1,1

1,2

m-1,l-2

m,l-1

m,l

w,1

w,2

w,3

w,s-1

w,s

p1

p�

p�

pk��

pk

pk��

pk��

pk��	��)

pk��	��)

pk�	

pk�	���

pk�	���
��)

pk�	��


Figura 4.2: Modelo de una sistema por medio de una red de Petri.

Donde:

1) El marado de la red de Petri es M1,1, M1,2, . . ., Mh,j.

2) La seuenia de disparos de entrada es t1, t2, . . ., ti.

3) a1, a2, . . ., zs − 1, zs son los aros que relaionan los lugares de entrada

on los lugares de salida de una transiión dada.

4) Los oe�ientes de orrelaión lineal que araterizan variaiones en las

etapas realizadas en ada una de las transiiones son ρ1,1, ρ1,2, . . . , ρw,s−1,

ρw,s.

El problema a resolver, es estimar los parámetros de orrelaión lineal ρ1,1,
ρ1,2, ..., ρw,s−1, ρw,s de (4.8), ya que la matriz donde están ontenidos estos

parámetros, muhas vees es una matriz singular.
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Para no enfrentar este ostoso problema de resolver esta euaión lineal, que

ree rápidamente al aumentar el número de elementos que onforman la

red de Petri, entones se propone una desripión alternativa a través de los

siguientes resultados.

Teorema 4.1 Dado una red de Petri on sus estados observables T y sus

estados iniiales M0, tiene una desripión lineal a través de sus parámetros

de auerdo on (4.8).

Md =







M1,1
.

.

.

Ms,1






+







a1ρ1,1 · · · z1ρ1,w
.

.

. · · · .

.

.

asρs,1 · · · zsρs,w













t1
.

.

.

tw






(4.8)

Queda desrito por (4.9).

bi = ρi,jα + ξisiendo una soluión por etapas on i, j ∈ Z+. (4.9)

Prueba: Considérese la resoluión por etapas, de tal manera que se seio-

naron las relaiones para ada uno de sus lugares de salida omo puede verse

en las �guras 4.3 y 4.4, que aunque tienen los mismos lugares de entrada, no

así el oe�iente de orrelaión ρ ni el peso del aro que va haia el lugar de

salida. De forma tal que para resolver esta desripión se tomó el prinipio

de divide y venerás, ontemplando que el problema omo un todo se tornaba

mas ompliado y que ademas pueden existir soluiones no validas o redun-

dantes para la red de Petri.
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Figura 4.3: Relaión de lugares de entrada respeto a ada lugar de salida.
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Figura 4.4: Relaión de lugares de entrada on ada lugar de salida (ont.).

Tomando el aso de la �gura 4.3, la transiión t1 on el lugar de salida que

tiene omo parámetros a ρ1,1 y a b1 y lugares de entrada p1, p2, y p3 on pesos

en sus aros a1, a2, y a3 respetivamente, se obtiene la relaión desrita en
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(4.10).

b1 = ρ1,1(a1 + a2 + a3) + ξ1 con ρ1,1 y ξ1 constantes (4.10)

Reesribiendo a (4.10) de manera que la suma de las variables a1, a2 y a3 sea
representada por una sola variable α1,1 sin perdida de generalidad, obteniendo

omo resultado (4.11) y el sistema reduido se puede observar en la �gura 4.5.

b1 = ρ1,1α1,1 + ξ1 (4.11)

Donde:

ξ1 onstante de desplazamiento.

α1,1 es la variable de relaión lineal.

a1

a2

a3

a4

1

1,2

M1,3

M1,1
M2,1

t1
1,1

p1

p2

p3

pk+1

α2 b11,1
M1,2

t1

M1,2

M1,3

M1,1
p1

p2

p3

Figura 4.5: Relaión de equivalenia.

De manera análoga se lleva a abo ada una de las relaiones existentes en

la red de Petri, quedando omo resultado (4.12).

bi = ρi,jα + ξi con ρi,j y ξi constantes y i, j ∈ N. (4.12)

Que es lo que se quería probar �.

Teorema 4.2 Sea la relaión lineal entre los lugares de entrada y un lugar

de salida de una transiión dada por (4.13).

b1 = ρ1,1α1,1 + ξ1 (4.13)

Donde ρ1,1, ξ1 y b son oe�ientes de relaión lineal, variable ompuesta por

lugares de entrada y onstante de desplazamiento respetivamente.
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Entones los valores óptimos de ρ1,1 y ξ1 se obtienen de (4.14) y (4.15).

ρ1,1 =
n
∑n

i=1 b
i
1 α

i
1,1 −

∑n

i=1 b
i
1

∑n

i=1 α
i
1,1

n
∑n

i=1 b
i
1
2 − (

∑n

i=1 b
i
1)

2
(4.14)

ξ1 =

∑n

i=1 b
i
1
2 ∑n

i=1 α
i
1,1 −

∑n

i=1 b
i
1

∑n

i=1 b
i
1 α

i
1,1

n
∑n

i=1 b
i
1
2 − (

∑n

i=1 b
i
1)

2
(4.15)

Prueba: Considérese que tenemos a disposiión un onjunto de muestras

(α1
1,1, b

1
1), (α

2
1,1, b

2
1),...,(α

n
1,1, b

n
1 ). Con estos datos tratemos de esoger a ρ1,1 y

a b tal que la diferenia de los valores de B1 que se obtienen de (4.13) y los

valores de las muestras de b1 sean el mínimo de tal forma que.

F (ρ1,1, ξ1) =
n

∑

i=1

(Bi
1 − bi1)

2
(4.16)

O lo que es lo mismo, sustituyendo (4.13) en (4.17) se tiene (4.17).

F (ρ1,1, ξ1) =
n

∑

i=1

(ρ1,1 α
i
1,1 + ξ1 − bi1)

2
(4.17)

La estimaión es optima sí se onsidera la desripión (4.18) por medio de

su gradiente.

∇F =
∂(2

∑n

i=1 ρ1,1 α
i
1,1 + ξ1 − bi1 = 0)

∂(ρ1,1, ξ1)
(4.18)

Resulta entones (4.19) y (4.20).

∂F

∂ρ1,1
= 2

n
∑

i=1

ρ1,1 α
i
1,1 + ξ1 − bi1 = 0 (4.19)

∂F

∂ξ1
= 2

n
∑

i=1

(ρ1,1 α
i
1,1 + ξ1 − bi1)α

i
1,1 = 0 (4.20)

Desarrollando (4.19) y (4.20) se obtiene un sistema de dos euaiones linea-

les on respeto a ρ1,1 y ξ1. Que son (4.21) y (4.22).
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ρ1,1

n
∑

i=1

αi
1,1 + ξ1 n =

n
∑

i=1

bi1 (4.21)

ρ1,1

n
∑

i=1

αi
1,1

2
+ ξ1 α

i
1,1 =

n
∑

i=1

bi1 α
i
1,1 (4.22)

Resolviendo el sistema de las euaiones (4.21) y (4.22) se tienen (4.23) y

(4.24).

ρ1,1 =
n
∑n

i=1 b
i
1 α

i
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(4.23)
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(4.24)

Y que orresponden a (4.14) y (4.15) respetivamente �.

Comentario: Para enontrar los parámetros ρ1,2 y ξ2 de otro lugar de salida

de la transiión dada, se proede de la misma forma el aso para enontrar

los parámetros ρ1,1 y ξ1 teniendo omo resultado (4.25) y (4.26).

ρ1,2 =
n
∑n

i=1 b
i
2 α

i
1,2 −
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i=1 b
i
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(4.25)

ξ2 =

∑n

i=1 b
i
2
2 ∑n

i=1 α
i
1,2 −

∑n

i=1 b
i
2
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i=1 b
i
2 α

i
1,2

n
∑n

i=1 b
i
2
2 − (
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2
(4.26)
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Pruebas y resultados

En este apítulo se realizarán algunos ejemplos senillos on las RPma

on retroalimentaión de ativaión, on el propósito de resaltar las nuevas

araterístias que se le han añadido a este nuevo tipo de redes de Petri.

Cabe menionar que los datos on los que se trabajaran son propuestos para

�nes prátios. También otro punto importante a alarar que las maras se

onsideran omo variables aleatorias on funión de distribuión onoida,

más preisamente on funión de distribuión normal en la mayoría de los

ejemplos.

Se ontemplan dos ejemplos, para el ejemplo uno se propone un proesos

muy senillo donde solo tres ingredientes son mezlados al instante en que

una transiión es disparada. En este ejemplo se puede destaar la informaión

adiional en forma de probabilidad que nos permite la retroalimentaión de

ativaión. Para el ejemplo dos se puede observar mas a detalle la esenia de

la res que se propone y las transformaiones que se pueden llevar a poder

asignar valores de forma dinámia a los aros de la RPma.
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Ejemplo 1: Dispensadora de afé.

Se tiene que para una dispensadora de afé, el liente toma de un estante un

vaso de uniel de la medida que el desee onsumir. Las medidas disponibles

de los vasos son hio, mediano y grande. Una vez que el liente esoge el

vaso basta on oloarlo en ierto ontenedor el vaso esogido y la máquina

empezará a llenarlo de manera automátia. La máquina empieza a llenar tres

ingredientes, que son azúar, agua y una mezla espeial de afé on ierta

proporión previamente estableida para dar omo resultado la bebida lista

para ser onsumida. El modelo en redes de Petri se puede ver en la �gura

5.1.

T1

P1 P1

1

M1

M2

M3

1

1

1
M

F

1

2

3

3

Figura 5.1: Modelo de dispensadora de afé on redes de Petri.

La desripión del modelo de la �gura 5.1, se puede dar de la siguiente ma-

nera. Se tienen uatro lugares P1, P2, P3 P4 y una transiión T1. Los tres

primeros lugares son los ingredientes neesarios para obtener el afé, la tran-

siión T1 representa el evento de poner el vaso en el lugar adeuado y por

último el lugar P4 representa el afé omo tal.

Se observa que los aros tienen omo peso la unidad, esto se puede interpretar

omo sigue: Al dispararse la transiión T1, se toma una porión de azúar,

una porión de agua y una porión de mezla para generar una porión de

afé.

La dosi�aión de los ingredientes se realiza temporizando una válvula para

que deje pasar ada uno de los ingredientes, generando las variaiones en las
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antidades que se mezlan. Realizando mediiones en las antidades que se

entregan se observa que obedeen a una distribuión normal y omo onse-

uenia la antidad de afé también.

Se realizaron 300 muestras que se pueden observar en la �gura 5.2.

Figura 5.2: Muestro de la relaión entre ingredientes y antidad de afé.

Del muestreo se tiene obtienen los siguientes datos:

Media para el vaso grande µg = 1. 8075.

Media para el vaso mediano es µm = 1. 2164.

Media para el vaso hio es µc = 0. 5750.

Varianza para el vaso grande es V arg = 0. 0207.

Varianza para el vaso mediano es V arm = 0. 0151.

Varianza para el vaso hio es V arc = 0. 0195.
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Coe�ientes de orrelaión lineal son ρ1,1 = 0. 4616 y ξ1 = 0. 0383, de
tal manera que la relaión lineal queda: b1 = α1ρ1,1 + ξ1 ⇐⇒ b1 =
0. 4616α1 + 0. 0383 y on V arg = 0. 0182 de modo que on estos datos

es posible estimar los valores de afé que se entrada a la salida, para

antidades de ingredientes dados.

Con la funión de relaión lineal dada, se puede asignar valores al aro del

lugar de salida en relaión de las antidades que entren a los aros entrada

de la transiión T1, onsiderando el heho que estos no son onstantes. De

manera que para ada valor de entrada dado se tendrá un valor en el peso

del aro de salida.

La matriz de inidenia se generó a partir de (5.1) y (5.2).

a−ij =

T1








a1
a2
a3
0









P1

P2

P3

P4

(5.1)

a+ij =

T1








0
0
0
b1









P1

P2

P3

P4

(5.2)

Reordando que Aij = a+ij − a−ij resulta (5.3).

Aij =

T1








−a1
−a2
−a3
b1









P1

P2

P3

P4

(5.3)

La representaión matriial de la RPma queda desrita en (5.4).
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Md =









M1

M2

M3

M4









+









−a1
−a2
−a3
b1









[

t1
]

(5.4)

En la �gura 5.3 se observa una RPma, el aro indian la media de los ingre-

dientes después de haber obtenido algunas mediiones previas para el aso

del vaso de medida grande.

μ
g
=1.8334  

P1 P1M1

M2

M3

b1

M4

P1

P2

P3

P4

ρ1,1=0.4616

T1

Figura 5.3: Modelo equivalente on aro de relaión únio.

La importania de tener la media y variaión es que se puede inferir en donde

la mayoría de los valores del aro b1 se enuentra dando así la posibilidad de

tomar deisiones.

La antidad de afé para el vaso grande es de 0.9 litros. Se sirve más de un

litro, se onsidera omo pérdida; pero por otro lado, si se sirve menos de 0.8

litros, se onsidera más serviio y de igual forma es una pérdida. ¾Cuál es

la probabilidad de que el serviio sea el adeuado sin tener alguna de estas

pérdidas?.

Los parámetros de entrada para el vaso grande son µg = 1. 8075, V arg =
0. 0207 y que la funión de relaión lineal es (5.5).
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b1 = 0. 4616α1 + 0. 0383 (5.5)

A partir de (5.5) se tiene (5.6).

µb1 = 0. 4616µg + 0. 0383 = 0. 4616 ∗ 1. 8075 + 0. 0383 = 0. 872642 (5.6)

Así omo (5.8).

τ 2b1 = 0. 46162τ 2g = 0. 0044τb1 = 0. 06641 (5.7)

τb1 = 0. 06641 (5.8)

Dado estos datos se estandarizan los valores a N(1, 0) son desritos de auer-

do on (5.9).

z =
x− µ

τ
(5.9)

Para este aso se redue a (5.10) y (5.11).

z0. 8 =
0. 8− 0. 872642

0. 06641
= −1. 0938 (5.10)

z0. 8 =
1− 0. 872642

0. 06641
= 1. 9177 (5.11)

Con los valores reién alulados, se pasa a busar en las tablas 6.1 y 6.2 los

valores de x y el valor que le orresponda será su respetiva probabilidad que

de auerdo a (5.9) y (5.10) se tienen.

ϕ(−1. 0938) = 0. 1368.
ϕ(1. 9177) = 0. 9719.

respetivamente.

La probabilidad de que el serviio sea el adeuado esta dado por: 0.9719 -

0.1368 = 0.8531.
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En lo que respeta a este ejemplo se puede destaar que en ningún mo-

mento los pesos de los aros permaneen estátios omo se tenía antes en las

redes de Petri lásias. Es deir que los aros se modi�an de manera diná-

mia en dependenia de los parámetros de entrada, permitiendo así tomar

deisiones en linea.

Ejemplo 2: Bebida energétia.

Para realizar la preparaión de ierta bebida energétia se tienen que

mezlar tres sustanias, sustania A, B y C. Cada una de estas sustanias

se onstituye de una porión de un líquido donde se diluye un ingrediente

espeial. Una vez que se tiene la mezla de un líquido y un ingrediente espe-

ial, se pasa al área de preparado que no es otra osa más que juntar las tres

sustanias que se obtienen de la etapa previa para rear la bebida energétia.

Después de obtener la bebida se pasa a la etapa de embotellado donde se lle-

nan las botellas on ierta antidad de diha bebida. Idealmente la sustania

A aporta 200ml, la sustania B 250ml y la sustania C 300ml. En la �gura 5.4

se observar el modelo on RPma del proeso para formar la bebida energétia.
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b1
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M11
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Figura 5.4: Modelo on RPma para bebida energétia .

El modelo onsta de one lugares Pi, i = {1, .., 11} y uatro transiiones

Tj, j = {1, .., 4}. En el lugar P1 se tiene la antidad disponible del ingredien-

te espeial uno y en P2 se tiene la antidad de liquido uno disponible, juntos

estos dos lugares forman la sustania A una vez que la transiión T1 es dis-

parada. Para la pareja de lugares P3 y P4 forman la misma relaión que P1

y P2, en este aso P3 suministra el ingrediente dos y P4 suministra el liquido

dos al momento que la transiión T2 es disparada reando así la sustania

B. De la misma manera que las anteriores la pareja de lugares P5 y P6 apor-

tan los elementos neesarios para rear la sustania C uando la transiión

T3 se dispara. La sustania es depositada en el lugar P7, la sustania B es

depositada en P8 y la sustania C es depositada en P9. Cuando se dispara

la transiión T4 las tres sustanias mezladas y se tiene omo resultado dos

antidades de bebida energétia mostradas en los lugares P10 y P11.

Del moldeo de la �gura 5.4 se obtienen las matries (5.12) y (5.13).
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a−ij =

T1 T2 T3 T4




































a1 0 0 0
a2 0 0 0
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(5.12)

a+ij =

T1 T2 T3 T4




































0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
b1 0 0 0
0 b2 0 0
0 0 b3 0
0 0 0 b4
0 0 0 b5





































P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

P9

P10

P11

(5.13)

A partir de (5.14) es omo se onstruye la matriz de inidenia de la RPma

del modelo de la �gura 5.4.

Aij = a+ij − a−ij . (5.14)

Quedando omo resultado (5.15).
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Aij =

T1 T2 T3 T4




































−a1 0 0 0
−a2 0 0 0
0 −a3 0 0
0 −a4 0 0
0 0 −a5 0
0 0 −a6 0
b1 0 0 −a7
0 b2 0 −a8
0 0 b3 −a9
0 0 0 b4
0 0 0 b5





































P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

P9

P10

P11

(5.15)

Iniialmente los aros tiene pesos ideales omo se muestre en la �gura 5.5

ontemplando que ada una de las etapas se llevaba aabo. Realizando al-

gunas mediiones a las antidades que entran y salen de las transiiones se

observa que existen algunas variaiones dando omo resultado valores que

osilan dentro de algún valor medio.
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Figura 5.5: Modelo on RPma para bebida energétia on pesos iniiales.

Del muestreo se tiene obtienen los siguientes datos de entrada y de salida de

la transiión T1:

� Media de los valores de entrada de T1: µINa1 = 304. 4087.

� Media de los valores de salida de T1: µINa2 = 40. 2774.

� Media de los valores de entrada on relaión (a1+a2): µINA
= 344. 6861.

� Media de los valores de salida de T1: µOUTa7 = 300. 7275.

Del muestreo se tiene obtienen los siguientes datos de entrada y de salida de

la transiión T2 :

� Media de los valores de entrada de T2: µINa3 = 251. 1910.
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� Media de los valores de salida de T2: µINa4 = 50. 1494.

� Media de los valores de entrada on relaión (a3+a4): µINB
= 301. 3404.

� Media de los valores de salida de T2: µOUTa8 = 247. 3464.

Del muestreo se tiene obtienen los siguientes datos de entrada y de salida de

la transiión T3:

� Media de los valores de entrada de T3: µINa5 = 196. 9342.

� Media de los valores de salida de T3: µINa6 = 69. 1370.

� Media de los valores de entrada on relaión (a5+a6): µINC
= 266. 0712.

� Media de los valores de salida de T3: µOUTb3
= 203. 9672.

Del muestreo se tiene obtienen los siguientes datos de entrada y de salida de

la transiión T4:

� Media de los valores de entrada de T4: µINa7 = 196. 4340.

� Media de los valores de salida de T4: µINa8 = 254. 0319.

� Media de los valores de salida de T4: µINa9 = 306. 4007.

� Media de los valores de entrada on relaión (a7 + a8 + P9): µIND
=

756. 8666.

� Media de los valores de salida de T4: µOUTa10 = 404. 0107.

� Media de los valores de salida de T4: µOUTa11 = 444. 0682.

Después de haber obtenido los valores de las mediiones se proede a tratar

por etapas a la RPma apliando el teorema 4.1. Se tiene la siguiente on�gu-

raión de la RPma que se puede observar en la �gura 5.6.
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Figura 5.6: Relaiones entre entradas y ada salida.

Ahora lo que se proede haer, es enontrar los valores de orrelaión lineal

que nos relaionan los lugares de entrada on ada uno de los lugares de salida

de ada una de las transiiones. Considerando (4.9), se obtiene la primera

relaión, en la ual están involurados los aros de los lugares P1, P2 y P7

teniendo omo resultado (5.16).

b1 = ρ1(a1 + a2) + ξ1 con ρ1 y ξ1 constantes

b1 = ρ1α1 + ξ1

b1 = −0. 0073α1 + 302. 8685

(5.16)
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Estos valores fueron enontrados diretamente de las muestras que tomaron

y que se pueden observar en en la �gura 5.7.

Figura 5.7: Relaión P1 + P2 vs P7.

Para el aso donde los lugares P3, P4 y P8 son los involurados, se tiene (5.17).

b2 = ρ2(a3 + a4) + ξ2 con ρ2 y ξ2 constantes

b2 = ρ2α2 + ξ2

b2 = 0. 0475α2 + 232. 1083

(5.17)

Estos valores fueron enontrados diretamente de las muestras que se toma-

ron y que se pueden observar en en la �gura 5.8.
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Figura 5.8: Relaión P3 + P4 vs P8.

Para el aso donde los lugares P5, P6 y P9 son los involurados, se tiene (5.18).

b3 = ρ3(a5 + a6) + ξ3 con ρ3 y ξ3 constantes

b3 = ρ3α3 + ξ3

b3 = −0. 0274α3 + 212. 4900

(5.18)

Estos valores fueron enontrados diretamente de las muestras que se toma-

ron y que se pueden observar en en la �gura 5.9.
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Figura 5.9: Relaión P5 + P6 vs P9.

Para el aso donde los lugares P7, P8, P9 y P10 son los involurados, se tiene

(5.19).

b4 = ρ4(a7 + a8 + a9) + ξ4 con ρ4 y ξ4 constantes

b4 = ρ4α4 + ξ4

b4 = 0. 0248α4 + 381. 7990

(5.19)

Estos valores fueron enontrados diretamente de las muestras que se toma-

ron y que se pueden observar en en la �gura 5.10.
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Figura 5.10: Relaión P7 + P8 + P9 vs P10.

Para el aso donde los lugares P7, P8, P9 y P11 son los involurados, se tiene

(5.20).

b5 = ρ5(a7 + a8 + a9) + ξ5 con ρ5 y ξ5 constantes

b5 = ρ5α5 + ξ5

b5 = 0. 0079α5 + 439. 0496

(5.20)

Estos valores fueron enontrados diretamente de las muestras que se toma-

ron y que se pueden observar en en la �gura 5.11.
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Figura 5.11: Relaión P7 + P8 + P9 vs P11.

Con estas relaiones se tiene la faultada de realizar algunas pruebas pa-

ra algunos marajes dados. Por el ejemplo, para un maraje iniial M0 =
(304,47,190,55,200,73,0,0,0,0,0) y un vetor de disparo Uk = [1,1,1,0]T . La
matriz de transiión queda desrita en (5.21).

A =





































−403 0 0 0
−47 0 0 0
0 −245. 75 0 0
0 −55 0 0
0 0 −200 0
0 0 −73 0
b1 0 0 0
0 b2 0 0
0 0 b3 0
0 0 0 0
0 0 0 0





































(5.21)

Esta matriz se generó a partir de usar (5.17), (5.18) y (5.19) enontrando de

manera dinámia los pesos de b1, b2 y b3, onsiderando un vetor de disparo
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dado, de manera que la dinámia del marado queda desrita por (5.22).

M
′

d =





































304
47

245. 7
55
200
73
0
0
0
0
0





































+





































−403 0 0 0
−47 0 0 0
0 −245. 7 0 0
0 −55 0 0
0 0 −200 0
0 0 −73 0
0 0 0 300. 3
0 0 0 246. 3
0 0 0 205. 0
0 0 0 0
0 0 0 0













































1
1
1
0









(5.22)

M
′

d =





































0
0
0
0
0
0

300. 3
243. 7
205. 0
0
0





































(5.23)

Ahora onsiderando este nuevo maraje omo maraje iniial de manera que

M0 = (0,0,0,0,0,0,300. 30,243. 74,205. 09,0) y omo vetor de entrada Uk =
[0,0,0,1]T , da omo resultado el nuevo maraje, en (5.24).
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M
′′

d =





































0
0
0
0
0
0
0
0
0

400. 59
445. 37





































(5.24)

Se hae notar que el peso de los aros de salida se vuelven dinámios a

ada entrada que se tiene, esto permite realizar inferenias on respeto a los

valores que se tendrán para las entradas dadas, otorgando la posibilidad de

tomar alguna deisión antes que se lleve aabo el disparo de algún transiión,

evitando salidas no deseadas. Tener entradas de maras ambiantes permite

realizar la retroalimentaión de ativaión permitiendo así realizar un mejor

desempeño en la evoluión del sistema. La relaión de �ujo del maraje al

paso de una transiión se onsidera lineal. En base a esto es omo se realiza

las simulaiones.

Como resultados importantes se puede resaltar la apaidad de las redes

de Petri en regímenes de operaión diferentes a los ideales, permitiendo que el

modelo desriba diferentes esenarios más allá de los regímenes de operaión

ontemplados, otorgando la posibilidad de realizar una retroalimentaión de

ativaión en tiempo de ejeuión graias a la informaión que brindan las

redes de Petri on maraje aleatorio.
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Capítulo 6

Conlusiones y trabajos futuros

En esta seión se omentan las onlusiones que se obtuvieron del pre-

sente trabajo de tesis, on respeto a los objetivos que se propusieron.

Por otro lado se menionan los trabajos futuros, en donde se ontempla

realizar la asignaión de aros por medio de diferentes funiones, así omo

también la implementaión en proesos reales permitiendo veri�ar los resul-

tados que se obtuvieron, y así la soluión de problema planteado.
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6.1. Conlusiones

En el apítulo uatro se presentó una red de Petri modi�ada: Una red de

Petri on maraje aleatorio la ual tiene la habilidad de trabajar on varia-

bles aleatorias tanto en el maraje omo en el peso de los aros. De heho el

modelo aventaja a los demás modelos itados en la literatura, ya que puede

haer frente a variaiones en un sistema, brindando informaión de retroali-

mentaión ualitativa en forma de probabilidad que auxilia a realizar aiones

de ontrol. Una vez que se tiene alguna informaión se pueden obtener iertos

parámetros, la red se onvierte en un herramienta de onsulta al desribir el

omportamiento para iertos valores on inertidumbre dada.

Su debilidad radia en que se requiere tener informaión del sistema para

empezar alguna inferenia de iertos parámetros o valores que pueden tomar

la red. Otro punto a onsiderar es que se toma omo ierto la disposiión

de los estados internos de la red de Petri, lo ual no siempre es posible para

todos los modelos.

En la presente tesis se rede�nieron los elementos que onforman una red de

Petri. El propósito de esta rede�niión se hizo on la intenión de trabajar

en el ampo de los números reales (R) para evideniar numériamente las va-

riaiones que se presentan de forma normal en los sistemas. En este sentido

se umplió on el primer objetivo que era realizar iertas modi�aiones so-

bre las redes de Petri que permitieran araterizar ualidades referentes a la

inertidumbre y perturbaiones, de igual forma el segundo objetivo queda in-

merso debido a que ya se ontemplan variables aleatorias dentro del maraje.

Una vez ya estableido que el maraje de las redes de Petri se movía en los

números reales, se de�nió este maraje omo aleatorio para onsiderar mar-

ajes que ya no eran estátios al pasar el tiempo.

Conforme se avanzó en el desarrollo se observó que no bastaba on tener

marajes aleatorios, era neesario tener pesos en los aros aleatorios debido

a que estos son la relaión de �ujo y los que se enargan de retirar o entregar

reursos una vez que se dispara una transiión.

En el Capítulo 5 se realizó un modelo on redes de Petri tradiionales y a

partir de ese modelo se fueron agregando elementos de manera que al �nal
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se tuviera un modelo on maraje y aros aleatorios, que es preisamente lo

que se ontemplaba en el terer objetivo. Con base en este apítulo se puede

onluir que las redes de Petri on maraje aleatorio on retroalimentaión

de ativaión funionaron adeuadamente para el aso donde los lugares de

entrada estaban relaionados de forma lineal a los lugares de salida. Aunque

el proesamiento puede resultar pesado para una antidad onsiderable de

lugares, se puede aliviar haiendo una exlusión de lugares que resulten ser

de poo interés.

Como onlusión general se puede deir que dado un sistema desrito por

medio de redes de Petri on estados internos observables y maraje aleato-

rio es posible tener una desripión uantitativa y ualitativa del sistema,

permitiendo tomar aiones de ontrol, toma de deisiones, onoimiento del

desempeño de un sistema e inluso promover la mejora ontinua teniendo

omo primiia las magnitudes estadístias.
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6.2. Trabajos futuros

Como seguimiento de este trabajo de investigaión será realizar pruebas

on datos de un sistema real on múltiples entradas y múltiples salidas.

Como tarea importante será onsiderar los proesos donde las entradas sean

variables aleatorias ontinuas.

Otro trabajo importante es ontemplar no sólo una relaión lineal entre los

valores de los aros y lugares de entrada y salida, sino más bien poder onsi-

derar ualquier funión omo relaión entre los lugares para ampliar el ampo

de apliaión de este tipo de redes de Petri.
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Anexos

En esta seión se enuentran las tablas que se usaron a lo largo del

trabajo de tesis, así omo también los datos para realizar las pruebas, para

veri�ar los resultados que se obtuvieron on esta propuesta.

Los datos se generaron a partir del software de MATLAB, on valores

que obedeían a una funión de distribuión normal para el aso del maraje

en el apítulo ino de pruebas y resultados.
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En las tablas 6.1 y 6.2 se presentan los valores de funión distribuión au-

mulativa para la funión de distribuión normal estándar, que tiene omo

parámetros µ = 0 y τ = 1.

Tabla 6.1: Valores de la Funión de Distribuión Aumulativa de N(0,1).
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Tabla 6.2: Valores de la Funión de Distribuión Aumulativa (ont. 6.1).
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Valores obtenidos de la suma de los tres ingredientes de entrada para el aso

del tamaño de vaso grande tabla 6.3.

Tabla 6.3: Valores de entrada para el vaso de tamaño grande.

1.90574368 1.895778295 1.620824847 1.899604308

1.85738124 1.669016296 1.789200071 1.795659937

2.254590122 2.093327936 1.528048543 2.236102082

1.866725562 1.716414375 1.863044006 1.693527261

1.82549192 1.873501964 2.065858135 1.895463085

1.904777723 1.815362727 2.025001733 1.926497727

1.724465487 1.872838275 1.911269923 1.776147818

1.839781071 1.667744217 1.916067199 1.5462692

1.549515366 1.672397489 1.441256118 1.939030116

1.787506191 1.530163224 1.933014216 1.689423057

1.709353487 1.833041991 1.796551869 1.822309248

1.685208678 1.642519792 1.731745587 1.970904655

1.855269631 1.96405487 1.667278628 1.805640824

1.679533943 1.676779099 1.809469493 1.94969116

1.83839452 1.723080535 1.933401266 1.928931255

1.741469068 1.647053145 1.775901886 1.997688826

2.067508675 1.695934769 1.620426726 1.593072452

1.678916279 2.143031232 1.70532412 1.877986133

1.799467552 1.863657249 1.747909433 1.588354384

1.535962895 1.931172101 1.762193295 1.806150874

1.976943394 1.894460628 1.81669223 2.05982673

1.799961165 1.935318391 1.800258885 1.770990225

1.938425893 1.54541032 1.661699872 1.657474629

1.946424394 2.1563607 1.726985344 1.846739304

1.661509709 1.643632137 1.578319438 1.447597246
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Valores obtenidos de la suma de los tres ingredientes de entrada para el aso

del tamaño de vaso mediano tabla 6.4.

Tabla 6.4: Valores de entrada para el vaso de tamaño mediano.

1.213112404 1.179217353 1.204453413 1.259709349

1.288203452 1.15935321 1.300507283 1.40949778

1.252741149 1.139073671 1.25949074 1.107916746

1.126288542 1.245186802 0.950529581 1.214529788

1.075281035 1.193021893 1.394771541 1.343501747

0.971086764 0.96555532 1.2847792 1.027100602

1.261886426 1.251752606 1.33044251 1.18661642

0.989758644 1.319421862 1.167408167 1.060060861

1.148293029 0.969855129 1.139415235 0.986445877

1.313548269 1.442987716 0.942815077 1.226869617

1.140658276 1.169255721 1.256261675 1.273145143

1.217046305 1.481393869 1.128697195 1.233267803

1.180609773 1.211432307 1.263891916 1.129887445

1.148719515 0.997537386 1.492809395 1.050166406

1.261081203 1.233544411 1.188784784 1.207584271

1.092307582 1.22091194 1.476142142 1.181952351

1.198836418 1.256254491 1.124438136 1.149082055

1.309552822 1.081176892 1.097866885 1.361548905

1.141010618 1.324874885 1.270899851 1.020922292

0.966048018 1.242860342 1.022336545 1.317705927

1.510408164 1.253119758 1.170332522 1.147646035

1.065701192 1.342426933 1.357096843 1.278578089

1.023409326 1.25177983 1.06232363 1.125268133

1.223226417 1.096572974 1.192512387 1.219863388

0.994757376 1.24404868 1.27211311 1.398966783
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Valores obtenidos de la suma de los tres ingredientes de entrada para el aso

del tamaño de vaso hio tabla 6.5.

Tabla 6.5: Valores de entrada para el vaso de tamaño hio.

0.765688984 0.64789404 0.626571492 0.548607792

0.814033119 0.599437032 0.650931637 0.634191928

0.514432091 0.672665797 0.727262736 0.496059949

0.481539268 0.670231274 0.344461176 0.692529226

0.702078308 0.550233751 0.749360201 0.776485632

0.688753213 0.589745554 0.689892371 0.482060637

0.434475131 0.493079567 0.635768262 0.598926614

0.649370361 0.495593315 0.673961931 0.610443111

0.456522262 0.565866551 0.532708316 0.481376244

0.463043249 0.461950013 0.274184871 0.403348347

0.570961018 0.453953143 0.380709128 0.587279425

0.293936452 0.383061693 0.76750668 0.593407651

0.569400759 0.526732376 0.381498297 0.617238619

0.798661197 0.803271092 0.500422134 0.229456766

0.558252768 0.691618802 0.5932006 0.404398506

0.759339677 0.372543116 0.458270861 0.397870293

0.519989468 0.579945553 0.573886653 0.482920002

0.672483213 0.616379854 0.597347491 0.538612422

0.797201772 0.721843733 0.856931784 0.551473912

0.614652929 0.45627347 0.695409801 0.661229623

0.573520904 0.435402584 0.541363515 0.530844677

0.635355345 0.531540399 0.575479388 0.610738314

0.374802428 0.656479254 0.524260212 0.919311013

0.517529458 0.627409279 0.435285426 0.412335339

0.582140233 0.541158044 0.779116778 0.535246294
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Cantidad de afé obtenida para el aso del vaso grande tabla 6.6

Tabla 6.6: Valores de salida para el vaso de tamaño grande.

0.930614385135840 0.864615907483668 0.907163476494906 0.983924243859381

0.908438570406404 0.827259135832499 0.839869000031022 0.888082285414696

0.886553305577897 0.839257802482100 0.912674686686710 0.988854667990986

0.882378948381102 0.885648167977942 0.745549861840026 0.845663199757851

0.802253462701508 0.872903292470981 0.936873075924489 1.00686659505583

1.02617531345727 0.891799858483028 0.877536291977298 0.957353734499672

0.934387645304220 0.953687018542684 0.954601003853634 0.796147597747472

0.937909815019131 0.893577981424662 0.846663676461385 0.851340065376176

0.989902047489218 0.843191986637431 0.813229677638678 0.915061558771735

1.04106785694579 0.901792798772662 0.921629078680712 0.834176257382522

1.01745642155680 0.908768679823624 0.937189824043332 0.833206629359945

0.959916292864048 0.927300937726687 0.818899500025721 0.902788011369387

0.868387770111890 0.907664406898560 0.882422195742828 0.886677245083560

0.827534840987206 0.877319107390064 0.953776516234205 1.02239942419153

0.818582475857783 1.06678988660395 1.00706364152264 0.911821824992165

0.878868531836465 0.850985157885276 0.958423915806522 0.851269220993349

0.867596101629646 0.961991111000466 0.930584133176513 0.962912276157052

0.935410018513151 0.871874630091762 0.863950439809685 0.955870025606925

0.852911931842101 0.983251341999808 0.955472547551621 0.920185411047738

0.900226331538479 0.925650267191992 1.14741787705799 0.892111884959394

0.790795477596200 1.03435606219169 0.942784406060514 0.854545062927796

1.08362194701255 0.938652519591155 0.920640176046114 0.845429531372042

0.825288683241878 0.775935010746162 0.870329624896775 0.826118465939831

0.945443966196938 0.877716452666265 1.02410550697477 1.00597653332444

0.911506320258073 0.880162407354562 0.980831431989346 0.819565523424334
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Cantidad de afé obtenida para el aso del vaso mediano tabla 6.7.

Tabla 6.7: Valores de salida para el vaso de tamaño mediano.

0.647264057 0.553057658 0.57191493 0.552868978

0.640383873 0.545412012 0.525384719 0.638794788

0.570293894 0.625367537 0.575312832 0.618909918

0.420088296 0.632683199 0.730038562 0.672912462

0.66390493 0.583181394 0.612698115 0.61713559

0.606762547 0.541737589 0.575287369 0.587738469

0.566279242 0.65870918 0.778080629 0.507160062

0.609003849 0.498808338 0.691378865 0.698913858

0.483362509 0.736361276 0.523901813 0.615912729

0.677096561 0.610326185 0.761054905 0.79310866

0.609703829 0.466207718 0.574393524 0.54049993

0.546347905 0.520885357 0.605485426 0.74779287

0.549778956 0.580320122 0.681835309 0.685086792

0.63406365 0.671981291 0.661086721 0.573217365

0.630089452 0.579014177 0.536868756 0.644531251

0.604732279 0.586872357 0.620466454 0.669292784

0.627566748 0.613648961 0.619628615 0.603593416

0.545666487 0.655197517 0.698843383 0.562529739

0.735243967 0.587635164 0.582899431 0.53702786

0.544412755 0.533143035 0.624828618 0.7120411

0.637005243 0.659927482 0.694138687 0.424642542

0.588244695 0.624766169 0.650319707 0.508456729

0.529432181 0.65547125 0.591821813 0.638802616

0.53260493 0.485378835 0.653402825 0.683717747

0.71449873 0.49250759 0.506211681 0.496600713
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Cantidad de afé obtenida para el aso del vaso hio tabla 6.8.

Tabla 6.8: Valores de salida para el vaso de tamaño hio

0.297077082193181 0.256818420616936 0.392195944642887 0.197918238251389

0.177763615657709 0.314403370964616 0.383691315704080 0.243677081699078

0.211207914970559 0.289523498236571 0.185193322467181 0.301216811259244

0.358116399991970 0.315275668117603 0.166054869600559 0.262338687506216

0.278810599115135 0.427233805811614 0.364182409102892 0.295995440956055

0.391859705446352 0.226705432416948 0.275566967185141 0.399099748149614

0.405401290921779 0.351240313782803 0.334429253685813 0.258879690005112

0.352259236489037 0.241899896996871 0.340306120114329 0.319772885461373

0.379929257199672 0.270122783059258 0.344629078569178 0.355646261761097

0.236973386904680 0.310961525170058 0.412057066794099 0.307888328882059

0.278348085635803 0.332037446244131 0.280700005222478 0.331089216697641

0.290545407527211 0.298714163321470 0.332327177921729 0.395574707255114

0.331701746492537 0.415644129124205 0.157698084114825 0.268481904991850

0.316556356995262 0.241407542077995 0.210483992580774 0.343288760058228

0.342984733260634 0.320301846324418 0.327733827925702 0.238924727088121

0.265084136313387 0.292516323895336 0.251744606898525 0.323283460029123

0.465934886803607 0.266168585064531 0.345422425596665 0.227428820919361

0.393977894179405 0.232008915539856 0.314642667585658 0.256601917546986

0.335921008416194 0.300796564090689 0.296913930592409 0.506896760465501

0.255798431362117 0.296711125283070 0.488230541649037 0.219552681069624

0.338796222015948 0.224479902038702 0.372305628991874 0.322978206417006

0.345750517822251 0.280436198324690 0.317201680084357 0.403305767534193

0.140387803282782 0.185414731769045 0.329147670319157 0.254063986665299

0.279209365061267 0.194982045535100 0.236520365744040 0.271644208808181

0.249080848700549 0.239210810706266 0.270404885210109 0.233866229709232
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